CAPITULO V

EQUIVALENCIA

Dos cosas son equivalentes si aunque no sean necesariamente iguales en algin
sentido se pueden identificar. Dos copias de un mismo libro se puede decir
que son equivalentes.

1. RELACIONES DE EQUIVALENCIA

Adoptamos ahora la manera de escribir X R y para significar (X, y) e R.

5.1 Definicién : SeaR una relacién,
(i) R essimétricasisi XRy = yRx
(if) Restransitiva sisi XRy A YRz = xRz
(iii R es reflexiva en Asisi Vx € A(XRx)

Ejemplos . Considere las siguientes relaciones, que escribiremos en forma
tabular para poderlas estudiar mejor :

£y R, By g, £s Ry Ry £y
e 1l il g Hiooilz 1lz 1z
2lz z|lz 2|z 2|2 2| 2|3
ilz  sls 3|3 3|3

ilz fZ iz

2|3 213

3|2

2 |1

R, tiene las tres propiedades definidas en 5.1 (tomando A= {l 2,3 }).
R, es reflexiva en A y simétrica. (Pero no transitiva. En lo que sigue, se

entiende que cada relacion tiene solamente las propiedades que explicitamente
afirmamos que tiene.)
R, es reflexiva en Ay transitiva.

R, es simétrica y transitiva.
R, es reflexivaen A.

R, es simétrica.

R, es transitiva.
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Rg no tiene ninguna de las tres propiedades.

Hay 8 maneras de combinar las tres propiedades; hemos dado un ejemplo de
cada una de estas 8 combinaciones. Por lo tanto no hay ninguna implicacién
posible entre ellas.

Es util visualizar estas propiedades, por medio de gréficas cartesianas.
Recuérdese que hay relaciones que no son susceptibles de ser representadas en
estas formas .

La grafica de una relacion reflexiva en A contiene la diagonal de A.

Y M
=

Fig 45 Fig 46 Fig. 47

La grafica de una relacion simétrica es “simétrica” con respecto a la diagonal .
Es mas dificil decir algo sobre las graficas de las relaciones transitivas.
Solamente diremos que una relacién que tiene una apariencia como se muestra
en la figura 47, o sea tridngulos rectangulos descansando sobre la diagonal y sin
que se toquen triangulos de un mismo lado, mas pedazos arbitrarios de la
diagonal, son gréficas de relaciones transitivas. El reciproco no es cierto. Si lo
anterior se ha entendido, es mas facil aceptar la siguiente

5.2 Proposicion : (i) ResreflexivaenA <A, c R
(i) R es simétrica < R=R™
(ili) Restransitiva < RoRcR

Demostracion : (i) (=) Six=y,xRy. (<) Comox =x, XRx

(i)

ELD: ELD2
Demostrar: Demostrar:
R es simétrica = R= R R= R™ = R essimétrica
(1) P 1) P
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ELD:
Demostrar:

R es simétrica = R= R™*

(1) R essimétrica P

(2) (x,y)eR P

(3) (y,X)eR 11,2

(4) (x,y)eR™ 1.3,2.13.

(5) (x,y)eR=(x,y)eR™ CP24

(6) RcR™ Trad. 5

(7) (x,y)eR™ P

(8) (y,x)eR 1.7,2.13

9) (x,y)eR I.8,1

(10) (xy)eR*=(x,y)eR CP7,9

(11) R'cR traduccion 10

(12) RcR'AR'CcR A6,11

(13) R= R 1. 12, 1.4(ii)
[1(14) Ressimétrica = R=R™ CP 1,13

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a probar que R= R™.

(1) Supongamos que R es simetrica. (2) Sea(x,y) € R .(3)@)Por hipotesis
(y,x) € R, y por consiguiente (x,y) e R (2.13). (5)(6) Por lo tanto,

RcR™? (1

(nSea ahora (x,y) € R™.(®)Entonces (y,x) <R (2.13).(9)(x,y) € R Porque R
es simetrica (hipotesis). (10)(11)Por lo tanto,

R cR (1)

(12)13)(14)De (1) y (1) se tiene R = R~ (L.4(ii)).
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ELD2
Demostrar:
R= R = Ressimétrica

(1) R=R? P
(2) (x,y)eR P
(3) (x,y)eR™ 11,2
4) (y,x)eR l.3,2.13
(5) (x,y)eR=(y,X)eR CP24
(6) R es simetrica Trad. 5
(7) R=R™" = Ressimétrica CP 1,6

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que R es simeétrica.

(1)Supongamos que R = R™. (2)Sea (X, Y) € R .(3)(4)Por hipotesis, (x,y)eR™
o sea(y, x) € R .(5)(6)(7) Pero esto quiere decir que R es simetrica.
Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar : R es simétrica < R= R™

Supongamos que R es simétrica. Sea(x,y) € R. Por hipétesis (y,x) e R,y por
consiguiente (x,y) e R™(2.13). De donde

RcR™ ()

Sea ahora (x,y)eR™. Entonces (y,x) <R (2.13). (x,y)eR porque R es
simétrica (hipotesis). De donde

R1cR (1)
De(1)y(1l)setieneR = R™ (1.4(ii)).

Supongamos ahora que R = R™. Sea (X, y) € R.Por hipétesis, (x,y)eR™ 0
sea(y,X) € R. Pero esto quiere decir que R es simétrica.

UNIVERSIDAD DE LA AMAZONIA FLORENCIA CQUETA COLOMBIA



Equivalencia 335

(iii)
ELD1 ELD2
Demostrar: Demostrar:
R es transitiva = RoRcR RoR < R = R estransitiva
1) P (1) p
ELD:
Demostrar:
R es transitiva = Ro-RcR
(1) Restransitiva P
(2) (X,y)eRoR P
(3) 3z:(x,2)eRA(z,y) eR 12,2.14
4) (x,y)eR 1.1,3
(5) (Xx,y)eRoR = (X,y)eR CP24
(6) RoeRcR Trad. 5
(7) Res transitiva = RoRc< R CP1,6

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

—) Demostremos que Ro-Rc R.
(Sea (X,y) e RoR. (3)Entonces existe un z:(x,z) e RA(z,y) e R(2.14).
(4)ComoR es transitiva, (X,y) e R. (5)(6)(7)Por lo tanto Rc-Rc R.

ELD2
Demostrar:
RoR < R = R estransitiva
(1) RoRcR P
(2) (x,2)eRA(z,y) eR P
(3) (X,y)eRoR | 2,Def. 0
4 (x,y)eR 1.1,3
(5) (x,2)eRA(z,y)eR=(X,¥) eR CP24
(6) R es transitiva Trad. 5
(7) RoRc< R = Restransitiva CP1,6

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

<) Demostremos que R es transitiva.
(2 Sea(x,z) e Ra(z,y) eR.(3) Entonces(x,y) e RoR(2.14). (4) Como
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RoR < R (hipotesis), entonces (x,Y) € R, (5)(6)(7) siendo R es transitiva.
Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar la proposicion : R es transitiva < RoRcR

=) Demostremos RocRc R.

Sea (X,y) e RoR. Entonces existe un z:(x,z) e RA(z,y) € R(Def.o). Como
R es transitiva, (x,y) e R.Porlotanto R-Rc R.

<) Demostremos ahora que R es transitiva.

Sea(x,z) e RA(z,y) e R. Entonces(x,y) e RoR(2.14).ComoR-R < R, por
hipdtesis, entonces (X, y) € R, demostrandose que R es transitiva.

5.2 Definicidn : Una relacion se dice que es una relacion de equivalencia
en A sisi es reflexiva en A , simétrica y transitiva.

Si tenemos en cuenta lo dicho sobre gréaficas antes de 5.2, podemos pensar en
una relacion de equivalencia como algo que puede tener una apariencia asi:
Cuadros contiguos con algunos de
sus bordes, situados a lo largo de la
diagonal y que no se intersectan ; los
cuadros se pueden reducir a un
punto. Pero no toda relacion de
equivalencia tiene su grafica en esta
forma. (Ejemplo 2 abajo).

Fig. 48

Ejemplos : (1) Para todo conjunto A , tanto A, como A® son relaciones de

equivalencia. Aln mas, son respectivamente la minima y la maxima relacion de
equivalencia que se pueden definir en A (Ejercicio 5.2(5)).

EJERCICIOS 5.1

1. (i) A, esunarelacion de equivalencia en A.

(i) A* es una relacion de equivalencia en A
(iii) R es una elacion de equivalenciaen A = A, < R < A?
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2. R simétrica y transitiva <& RoR™'=R.
Para los siguientes ejercicios damos las siguientes definiciones :

Resirreflexivaen 4 & (Yxe A){(x,x) g R o0 sea xffx.
R eg asimétrica <> (xRy = y&x)

R esintransitiva < (zRy A yEz = zfz)

Téngase presente que estas propiedades no son las negaciones de
reflexiva, simétrica y transitiva.

3. (i) RirreflexivaenA < RNA,=¢
(ii) Resasimétrica < RNR™'=¢.
(iii) Resintransitiva < (ReR)nR=4¢.

4. Para cada una de las siguientes relaciones en Z determinar si es
reflexiva en Z , transitiva , de equivalencia , irreflexiva en Z , asimétrica
, intransitiva :

(@) R={(x,y)/xdivideay }

(b) R={(x,y)/x+y espar}
(c) R={(x,y)/x+y es impar }

5. Para cada una de las siguientes relaciones en R, determinar si es
reflexiva en R , simétrica , transitiva , de equivalencia , irreflexivaen R,
asimétrica , intransitiva.

@ R={(xy)/x<y} (®) R={(x,y)/x+y<2}
() R={(xy)/x=<y } ) R={(,y)/x2+y? =4
(© R={(xy)/x2y ) @ R={(xy)/x*+y?=0]
(d) R={(xy)/0<xy }

6. Sea R, Srelaciones en A.

(i) Resasimétrica = R es irreflexiva

(i) Resreflexivaen A = R™ esreflexivaen A
(iii) R, S son reflexivasen A = Rwu S es reflexiva en A.

(iv) Resirreflexivaen A = R™ es irreflexivaen A
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(v) R, Ssonirreflexivasen A = RNS,RuUS, R—S son irreflexivas en A.
(vi) Ressimétrica = R™ essimétrica .

7.Sea R, Srelaciones en A.

(i) Resreflexivaen A = ScRoSAScSoR

(if) Resreflexivaen A y S reflexiva en A y transitiva
= (RcS=RoS=Y9)

8. Para cada una de las siguientes relaciones R en R, R es una relacion
de equivalencia.

(@) R={((a,b),(c,d))/c—d=d-b}
(b) R={(ab).(c,d))/ @’ +b? =c? +d?}
(©) R={((@b),(c,d)/|al + b =|c| +]d]}

9. Sea £ el conjunto de rectas en el plano. / y L relaciones en £ tal que:
Il ={(1,,1,)/1, paralelo al,}, L = {(I,,1,)/1, perpendicular al,}

(@) // es una relacion de equivalenciaen £ .
(b) // U L es una relacion de equivalenciaen £ .

10. (i) Resrelacion de equivalencia = R™ es relacion de equivalencia.

(if) Resreflexivaen p, R ytransitiva = RoR=R

11. Sea (R,);_, una familia de relaciones de equivalencia en A.

iel

(i) NR, esunarelacion de equivalencia en A.
iel
(i) UR; no es necesariamente una relacion de equivalencia .
iel
(iii) Sean R, S relaciones de equivalencia, RS es una relacion de
equivalencia
< (RoScRUSAS.RcRUYS)

12. Sean R, S relaciones de equivalenciaen A.
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RoS esunarelacion de equivalenciaen A < RoS=SoS
13. Sea R unarelacion simétrica y reflexivaen A y S, T relaciones en A .
RcSARcCT = RcSoT.
14. Diremos que una relacion en A es circular si xRy A YRz = yRz
(i) Res unarelacion de equivalenciaen A .
(ii) R es reflexiva y circular .
(i) R es reflexiva en Ay triangular .
ACTIVIDAD PRACTICA - PROCESO IMITATIVO
1. (i) A, esunarelacion de equivalencia en A.
(i) A* es una relacion de equivalencia en A
(iii) R es una elacion de equivalenciaen A = A, < R ¢ A?
1(i) ELD
Demostrar : A , es de equivalenciaen A
Traduccion: A, es reflexiva, simétrica y transitiva
1) (X, xX)e A, VxeA 2.11
1, (2) A , es reflexiva 1
3) (. y)eA, P
4) X=y 13,211
(5) (y,X)eA, 13,4
(6) X, Y)eA,= (Y, X)eA, CP 3,5
1, (7) A , essimétrica traduccion 6
(8) (X Y)eA, A (v, 2) €A, P
9) X=YyA Y=z traduccion 8
(10) X=2Z 9
(11) (X, 2)eA, 110, 2.11
(12) (X, y)eA, A, 2)eA, = (X, 2)eA, CP 8,11
1, (13) A, estransitiva traduccion 12
(14) A, esreflexiva, simétrica y transitiva 2,7,13

7 (15)

A , es de equivalencia

traduccion 14
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Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que A , es una relacion de equivalencia.

@O, X)e A, Vxe A(2.11). 2Asique A , es reflexiva.
@)Sea (X, y)eA,. @4Entonces x =y (211) ¢y (v, X)eA,,
(6)(7)resultando A , simétrica.

@®Seaahora (X, y)eA, A (Y,2)eA ,. (9Entonces X =y A y =z (10) de donde
X =z 1)0sea (X, z)e A ,, (12)(13) siendo A , transitiva. (14)(15) Por lo tanto A ,
es relacion de equivalencia.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que A , es reflexiva, simétrica y transitiva.

(X, X)e A, Vxe A(2.11). Asi que A, es reflexiva. Sea (X, y)eA,.
Entonces x =y (2.11) y (y,X)€A ,, resultando A , simétrica.

Sea ahora (X, y)eA, A (Y,z2)eA,. Entoncesx=y A y =z ;de donde x =z
osea(x,z)eA,,siendo A, es transitiva. Por lotanto A, es una relacion de
equivalencia.

1 (ii) A® es una relacion de equivalencia en A

ELD
Demostrar : A® es de equivalencia en A
Traduccion: A® es reflexiva, simétrica y transitiva

(@) (x,X)e A? ¥xeA 2.6
7, (2 A%es reflexiva 1
3) (X, y)e A? P
4 xe AryeA 13,26
(5) ye AaxeA Cl4
(6) (y, X) e A? 15,2.6
M)  (xy)e A= (y,x)e A? CP 3,6
1, (8) A? essimétrica traduccion 7
(9) (X, y)e A* A (y,2)e A? P
(10) XxeAnyeAaryeAnzeA traduccion 8
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(11) xe Arze A S10
(12) (X, 2)e A’ 111,2.6
(13)  (X,Y)e A2A (y,2)e A*> = (X,2)e A? CP9,12
1, (14)  A? es transitiva traduccion 12
(15)  A? es reflexiva, simétrica y transitiva 2,8,13
] (16)  A? es de equivalencia traduccion 14

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que A® es una relacion de equivalencia en A.
@, X)e A% ¥x e A; (2es decir que A” es reflexiva.

3)Sea (X, y) e A%. (4) Entonces xe AAy e A (5) (6)0sea y € AAX € A es decir
(y, X)e A®. (7)@) Por lo tanto  A* es simétrica.

©Sea ahora (x, y) e A*> A (Y, z)e A*. @o)a1)Entonces x € AAz € A(12) 0 sea
(x, z)e A%, 13)a4)lo que comprueba que A? es transitiva. (15)16)Por ser
reflexiva, simétrica y transitiva, A”es una relacion de equivalencia.

Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que A® es una relacion de equivalencia en A.
(x,X)e A® Vxe A;esdecirque A* es reflexiva.

Sea (X, y)e A®. Entonces xe AryecAosea ye Aaxe A es decir
(y, X)e A”. Por lo tanto A® es simétrica.

Sea ahora (X, y)e A®> A (y,z)e A®. Dedonde xe Arze A osea(x, z)e A?,
lo que comprueba que A’ es transitiva. Por ser reflexiva, simétrica y
transitiva, A”es una relacion de equivalencia.

(iii) R es una elacion de equivalenciaen A = A, c R c A?

ELD
Demostrar : A, c R c A?
(1) R esuna elacion de equivalenciaen A P
(2) RcAxA 11,2.10
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3) (X, y)e A, P
(4) X=y 3
(5) (x,X)eR VxeA 1 ( R reflexiva)
(6) x,y)eR 14,5
(7) x,y)eA, = (X, ¥)eR CP 3,6
@ A,cR traduccion 7
9 A,cRA RcAxA A8,2
0 (10) A,cRcA’ 9

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que A , < R < A?

@)Sea (X, y)e A,. @Entonces X =y . ©G)(X, X)eR Vvxe A(R es
reflexiva) (6)(7) 8)y por lo tanto (X, y)eR. (9) (10)Debido a que R es una
relacionen A, RC AxA y A, cRc A’

Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que A, c R c A?

Sea (X, y)e A,.Entonces x =y . (X, X)eR ¥xe A(R es reflexiva) y por lo
tanto (X, y)eR. Debido a que R es una relaciébn en A , Rc AxA vy
A, cRCc A%,

2. R simétrica y transitiva <& RoR™'=R.

ELD
=) Demostrar : RoR™"=R.
Traduccion: (x,y)eReR™ < (x,y)eR

(1) R simetricay transitiva P
=)(2) (x,y)eRoR™ P

(3) Fz((x,2) eR* A (z,¥) R 12,2.14

4) (z,X)eRA(z,y) eR 13,213

(5) (x,2)eRA(z,y)eR 14,1 (R simétrica)

(6) (x,y)eR 151 (Rtr)
0, (M) (x,y)eRoR™* = (x,y)eR CP 2,6
<)(8) (x,y)eR P

9) (y,x) eR 8,1 (R simétrica)
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(20) (y,X)eR A (X,y) €R A 8,9
(11) (y,y)eR 110, 1 (Rtr.)
(12) x,y)e R 19,2.13
(13) xy)e R A (y,y) eR A 12,11
(14) (x,y) e RoR™ 113,2.14

1,(15) (xy)eR = (xy)eRoR™ CP 8,14
(16) (x,y)eRoR™ <(xy)eR LB 7,15

1 (17) RoR'=R. traduccion 16

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que RoR™=R..

@Sea (x,y) e RoR™ .(3)Entonces existe un z tal que (x,z2)eR™* A (z,y) eR
@osea (z,x) eRA (z,y) eR . (5)Como R es simétrica, (x,z2)eR Yy (z,y)eR,
®)y (X, y) € R (por ser R transitiva), (7ycumpliéndose la condicional

(x,y)eRoR™" = (x,y)eR (I).

(8)Sea ahora (x,y) € R . @Como R es simétrica, entonces (y, X)eR, (10) (11)
y (y,y) €R (R transitiva) (12) y (x, y) € R™.@3)Reordenando lo anterior en la
forma (x, y)e R™ A (y,y) € R, (14)se tiene (X,y) e RoR™ , (15) cumpliéndose
la implicacion

(x,y)eR = (x,y)eRoR™. ().

@e)De (1) y (1) se tiene la equivalencia (x,y) e RoR™ < (x,¥) eR
anosea RoR™ =R lo que se queria demostrar.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que RoR™ =R ..

Sea (Xx,y) e RoR™ .

Entonces existe un z tal que (x,z) e R A (z,y)eRosea (z,x) eRA (z,y)eR..
Como R es simétrica, (x,2)eR Yy (z,y)e R,y (X,¥) € R (por ser R transitiva),
cumpliéndose la condicional
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(x,y)eRoR™" = (x,y)eR (I).

Sea ahora (X, y) € R . Como R es simétrica, entonces (y, X)eR,(y,y) e R (R

transitiva) y (x, y)e R™*. Reordenando lo anterior en la forma (x, y)e R y

(y,y) €R, tenemos que (x,y)eRoR™ (2.14), cumpliéndose la implicacion
(x,y)eR = (x,y)eRoR™*. ().

De (1)y(1l)setiene (x,y)e RoR™ < (x,y)eR osea RoR™ =R, lo que
se queria demostrar.

ELD

<) Demostrar : R simétrica y transitiva
(1) RoR™'=R. P
(2) (x,y)eR P
(3) (x,y)e RoR™ 11,2
(4) Jz(x,z) e R A (z,y) eR 13,214
(5) (z,x)eRA(z,y)eR 4
(6) (z,X)eRA(y,2)eR™ 15,2.13
(7) (y,2)eR™ A (z,X)eR Cl6
(8) (y,X)eRoR™ 17,214
9) (y,x) eR 18,1
(10) (x,y)eR =(y,x) eR CP29

1,(11) R essimétrica traduccion 10

(12) x,y)eRA (y,2) eR P
(13) (X, y)eR A(z,y)eR™ 112,2.13
(14) (y,X)eR A (z,y)eR™ 13,11
(15) (z,y)eR™ A (y,X)eR Cl14
(16) (z,x) eRoR™ 115,2.14
@an (z,x) eR 116,1
(18) (x,2) eR 17,11
19) (x,y)eRA(Yy,2)eR = (x,2)eR CP 12,18
1,(20) R transitiva traduccion 19
1 (21) R simétricay transitiva A 11,20
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Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que R simétrica y transitiva.

) Sea (x,y) eR. 3 Como RoR™=R (hipdtesis), (x,y) € RoR™. 4)Esto
quiere decir que existe unz tal que (x,z) € R™ A (z,y) € R (2.14)5)(6)(7)0 sea
tal que (y,z) eR™ A (z,X) R (2.13)@)es decir (y,X) e RoR™ (2.14)
9)(10)11)y por lo tanto (y, x) eR (hipdtesis).

@12)Sea ahora (x,y) e RA (y,z) eR . a3)Entonces (X, Y)eR A (z,y)eR™.
(14)(15)16)Se acaba de demostrar que R es simétrica, entonces (y, X)eR vy
(z,y)eR™t y (z,x) eRoR™. (@7)Por hipotesis, (z,x) R .(18) Como R es
simétrica, (x,z) € R .(19) (20) Asi que R es transitiva.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que R simétrica y transitiva.

Sea (x,y)eR. Como RoR™=R/(hipétesis), (x,y)eRoR™. Esto quiere
decir que existe un z tal que (x,z2)eR ‘A (z,y)eR o0 sea tal que
(y,2)eR™" A (z,X) eR esdecir (y,x) e RoR™ (2.14) y por lo tanto

(y, X)eR (hipdtesis).

Seaahora (X,y) € RA (y,z) €R .Entonces (x,y)eR A (z,y) e R™. Se acaba
de demostrar que R es simétrica, entonces (y, X)eR A (z,y)eR™' y
(z,X) e RoR™. Por hipoétesis, (z,x) eR . Como R es simétrica, (x,z) eR .
Asi que R es transitiva.

3. (i) RirreflexivaenA < RNA,=¢

ELD
=) Demostrar : RNA ,=¢
Por RAA

(1) R irreflexiva P

(2) RNA, # ¢ P

(3) A(x,y) e RNA, 12,1.6 (ii)
4) X, yY)eRA(X,y) e A, 3

(5) (x,y)eR S4
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(6) x,y)e A, S4

(7) X=y 6

8) (x,x)eR | 5,7

9) (x,x) ¢ R traduccion 1

10) (x,x)eR A(x,X)gR A8)9
J(AY)RNA,=¢ RAA2,10

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que RNA , =¢. Por RAA:

(2)Supongamos lo contrario : RNA , # ¢. (3)Entonces existe (x,y) € RNA,
(1.6(ii)) ®o sea (x,y)eR 'y (x,¥) € A,. (5)6)En particular (X,y)e A,, (7)0
sea X=Y,@®Y (X,X)eR .@©Pero (x,x) R (R es irreflexiva, por hipdtesis).
20) (11)Por lo tanto RN A , = 4.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que RNA , =¢. Por RAA:

Supongamos lo contrario : RNA, # ¢. Entonces existe (x,y)e RNA,
(1.6(ii)) osea (x,y)eR Yy (x,y) e A,.En particular (x,y)e A,,0sea
X=y, Yy (x,xX)eR.Pero (x,x) ¢ R (R es irreflexiva, por hip6tesis). Por lo
tantoRNA ,=¢.

3.() <) ELD
Demostrar : R irreflexiva en A
Traduccion: (x,x) ¢ R Vxe A

Por RAA
(1) RnNA,=¢ P
(2) (x,x)eR VxeA P
3) x,x)eA, VxeA P
4) X,X)eR A (X,X) e A, A23
5) (X, X)eRNA, 4
(6) RNA,#¢ I 5,1.6(ii)
@) RNA,=¢ ARNA,#¢ Al6
B) (x,x)¢R vxeA RAA 2,7
1 (9) Resirreflexiva traduccion 8
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Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que R es irreflexiva en A. Por RAA:

(Supongamos lo contrario; es decir, (x,X)eR VxeA. (3 “Como

(x,x) e A, ¥x e A, entonces se tiene que (x,X) e R A (X,X) € A, (5)(6) O sea
RNA , # ¢.(7)Pero esto contradice la hipdtesis de que RN A , =4 .8)©)Por lo
tanto (x,x) ¢ R Vx e A esdecir que R es irreflexiva.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que R es irreflexiva en A. Por RAA:

Supongamos lo contrario; es decir, (x,x)eR VxeA. Como

(x,X)e A, Vxe A, entonces se tiene que (x,x)eR A (X,X)e A, 0 sea
RNA , # ¢. Pero esto contradice la hipotesis de que RNA ,=¢. Por lo tanto
(x,x) 2 R Vx e A esdecir que R es irreflexiva.

3. (ii) Resasimétrica < RNR™*=¢.

ELD
=) Demostrar : RNR™'=¢.
Por RAA
(1) R esasimétrica P
(2) RAR #¢. P
(3) 3 (x,y)e RNR™. 12,1.6(ii)
(4) (x,y)eR A (X, y)eR™ 3
(5) (x,y)eR S4
(6) (x,¥)eR = (y,x)gR  traduccion 1
@) (v,X)gR PP 5,6
(8) (x,y)eR™ S4
(9) (y,X) eR 18,2.13
(10) (v, X)eR A (y,X) &R A 97
1(11) RNR™ =¢. RAA 2,10

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que RN R ™" =¢ . Por RAA:
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@Supongamos lo contrario; es decir, RNR™'#¢.@3)@Entonces  existe
(x,y)e RNR™ 0 sea (x,yY)eR y (x,y)eR™. ©)@®))@©)©De esta
conjuncion se desprende que (y,x)gR, por ser R  asimétrica, y
(y,x) e R (2.13); @o)aylo cual evidentemente es una contradiccion, luego

RAR™ =¢.
Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que RN R ™" =¢ . Por RAA:

Supongamos lo contrario; es decir, RNR™=#¢ .Entonces existe

(x,y)e RNR™ o0 sea (x,y)eR y (x,y)eR™. De esta conjuncion se
desprende que (y,X) ¢ R, por ser R asimétrica, y (y,X) € R (2.13); lo cual
evidentemente es una contradiccion, luego RNR ™' =¢.

3. (ii) ELD
<) Demostrar : R es asimétrica
Traduccion: (x,y)eR = (y,X)¢R

(1) RNR'=¢. P

) (x,y)eR P

(3) x,y)gR™ 1,2

4) (v, x)¢R 3

5) x,¥y)eR = (v,X)¢R CP24

[1(6) R esasimétrica traduccion 5

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que R es asimétrica.

@Sea (x,y) R . 3)4) Como RNR™=¢ por hipotesis, (x,y) R ™ o sea
(y,X) ¢ R . (5)(6)Luego R es asimétrica.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que R es asimétrica.
Sea (x,y)eR. Como RNR™'=¢ por hipotesis, (x,y)¢R™* o0 sea
(y,X) £ R . Luego R es asimétrica.
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3. (i) Resintransitiva < (ReR)NR=¢.

ELD
=) Demostrar : (ReR)NR=¢.
Por RAA

(1) R esintransitiva P
2 (RoR)YNR=¢ P
(3) 3 (x,y)e (Re-R)nR 12,1.6(ii)
4) (X,y)eRoR A (X,¥) €R 3
(5) (X,y)eRoR S4
(6) Jz((x,z) e RA(z,¥) e R) traduccion 5
@) ((x,2) eRA(z,y) eR) = (Xx,y) &R traduccion 1
(@) (x,y)eR PP 6,7
9) (x,¥) eR S4
(10) (X y)eRA(xy)eR A98

1(11) (ReR)NnR=4¢. RAA 2,10

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que (Ro R)MR =¢ .Por RAA:

(Supongamos lo contrario; es decir, (RoR)NR=¢ . (3)Entonces
existe (x,y) € (ReR)NR, @)es decir,(X,y)e RoR y (X,y)eR ; 5)6)de lo
primero se desprende que existe un z tal que (x,z) e RA(z,y) e R. (n@©)Como
R es intransitiva, por hipotesis, (X,y) &R . (9)(10)Pero esto contradice que
(X,y) eR. @1Luego (Re-R)N"R=4¢.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que (Ro R)mR =¢ .Por RAA:

Supongamos lo contrario; es decir, (ReR)NR #¢ .

Entonces existe (X,y) € (ReR)NR, esdecir,(X,y)eRoR Yy (X,¥) eR ;

de lo primero se desprende que existe un z tal que (x,z) e RA(z,y) eR.
Como R es intransitiva, por hipétesis, (X, y) ¢ R .Pero esto contradice que
(X,y)eR.Luego (ReR)nR=¢.
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3.(il) <) ELD
Demostrar : R es intransitiva
Traduccion: (x,y)eRA(Y,2)eR= (x,z)¢R

(1) (ReR)NR=¢. P

2 (X,y)eRA(Y,2) eR P

3) (y,2) eR S2

4) (y,z2)2RoR 3,1

(5) (X, y)2RoR 2,1

(6) Vvz((x,2) ¢ Rv (z,y¥) ¢ R) traduccion 5

(7) (x,2) R TP 3,7

8) (x,y)eRA(y,2)eR= (x,2)¢R CP 2,7
1(9) R intransitiva traduccion 8

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que R intransitiva.

(2Supongamos que (X,Y) € Ry (Y, z) € R.(3)@)5)Debido a que por Hipotesis
(ReR)YMR=¢ , entonces (y,z) g RoR y (X,y) € RoR. (6)Esto ultimo quiere
decir que Vz((x,2) ¢ Rv (z,Yy) ¢ R) .(7)8)(9)Hemos supuesto que (y,z) e R,
por lo tanto (x,z) ¢ R, que era lo que se queria demostrar.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que R intransitiva.

Sea (x,y)eR vy (y,2) eR.

Debido a que por hipétesis(Re R)NR =g, (y,z) g RocR y (X,y) € RoR.
Esto ultimo quiere decir que Vz((x,z) ¢ Rv (z,y) ¢ R) .Hemos supuesto
que (y,z) e R, porlotanto (x,z) ¢ R, que era lo que se queria demostrar.

4 (@) R={(xy)!/xdivideay }
(X, ¥)eR < xdivideay
Es R reflexiva?
Si: (X,X) € R ¥x : x divide a x.
Simétrica?
No: x divide a y no implica que y divide a x.
Transitiva?
Si: (x,y)eRA(Y,2) = (X,2)eR
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ELD
Demostrar : x divide a z
Traduccion: FkeZ:z=xk

(1) xdivideay P

(2) ydivideaz P

(3) dneZ:y=xn traduccion 1

(4 dmeZ:z=ym traduccion 2

(5) z=(xn)m 13,4

(6) z=x(nm) 5

()  k=nm P

8 z=xk 16,7
[1(9) xdivideaz traduccion 8

(10) R es transitiva 1,29

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que R ={(x,y)/xdivideay } es transitiva.
(1)2)Supongamos que x divideay y ydivideaz. (3)@) Entonces existen ny
m enteros talesque y=xn y z=ym. (5)(6)De donde z=(xn)m y

z = x(nm) .(7) Haciendo k = nm, (8) (9)(10)se tiene z=xk o sea x divideaz.

Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que R ={(x,y)/xdivideay } es transitiva.

Supongamos
xdivideay y ydivideaz.
Entonces
y=Xxny z=ym p.a.nmeZ
De donde
z=(xn)m y z=x(nm).
Haciendo
k =nm,
se tiene
z=1xk
0 sea
x divideaz.

R es relacion de equivalencia? No, porque falla en la propiedad simétrica.
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Es irreflexiva? No. Es falso que x no divida a x.

Es asimétrica? Si: si x divide a y, entonces y no divide a x.

Es intransitiva? No. Por ejemplo, si 3 divide a 6 y 6 divide a 12, esto no
implica que 3 no divida a 12.

(b) R={(x,y)/x+y espar}; (xy)eR< x+yes par

Es reflexiva? Si, porque x + X = 2x es par.

Simétrica? Si: (X,y)e R<> x+y es par
= Yy-+Xes par
= (y,X)eR

Transitiva? Si. (X,y) e RA(Y,2)eR= (x,2) eR
ELD

Demostrar : (x,2) eR
Traduccion: X + z es par

1) (x,y)eR P

2 (y,2)eR P

(3) x+y=2k pakeZz traduccion 1
(4) y+z=2q pageZz traduccion 2
(5) x=2k-y 3

6) z=2q-y 4

(7) x+z=2k+2q-2y 5,6

8 x+z=2(k+q-y) 7

9 m=k+q-y P

(10) x+z=2m 9

(11) x+2z espar 10

(12) (x,2) eR 11

(13) R es transitiva 1,2,12

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que R es transitiva.

(1)@)Supongamos que (x,y) e R vy (y,2) e R 3)4)0sea que x +y =2k para
alginke Z yy+z=2q paraalginqe Z. (5)(6) Entoncesx =2k -y vy
z=2q-Yy, por lo tanto(7)@) x + z = 2(k + q —y). (9)Haciendo m =k + q -y,
(10)se tiene que X + z =2m, (11)0 seaque X + z es par (12)y (X,z)eR.
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Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que R es transitiva.

Supongamos

(xy)eR y (y,z)eR
0 sea

X+y=2k p.a.keZ A y+z=2q pageZ.

Entonces

x=2k-y y z=29-y,
y por lo tanto

X+z=2(Kk+q-y).

Haciendo

m=Kk+q-y,
se tiene

X+z=2m.

Es decirque x+z espary porlotanto (x,z2)eR.

Es relacién de equivalencia? Si, porque es reflexiva, simétrica y transitiva.

No es irreflexiva ni asimétrica ni transitiva. Por ejemplo, es falso que x + x no

sea par. Si X +y es par, es falso que y + X no sea par.

©) R={(xy)/x+y esimpar }
(X,¥) e R< x+y es impar
Es reflexiva? No. (X,X) € R < X+ x = 2x es impar
Es simétrica? Si: (X,y) € R < x+y es impar
= y+ X es impar
= (y,X) eR
Es transitiva? No. (8,3) e RA(3,2) e R pero (8,2) ¢ R
Es irrelexiva? Si: (X,X) ¢ R < x+ X noes impar

Es asimétrica? No. Si x +y es impar, es falso que y + X no sea impar.

Es intransitiva? Si. (x,y) e RA(y,2)eR= (x,2)¢R

ELD
Demostrar : (x,z) ¢ R

Traduccién: X +z no es impar
1 (xy)eR
(2 (y.2)eR
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(3) x+y esimpar traduccion 1
(4) y+z esimpar traduccion 2
(5) x +y=2k+1lpakeZAax+z=2n+1lpaneZ trad. 34
6) x=2k+1-y A z=2n+1-y 5

(7) x+z=2k+2n+2-2y 6

8) x+z=2(k+n-y) 7

(99 m=k+n-y P

(10) x+z=2m 18,9
(11) x+2z espar traduccion 10
(12) x+z noesimpar 11

(13) (x,2)¢R traduccion 12
(14) (x,y)eR A(Y,2)eR = (x,2) &R CP (1A2),13
(15) R esintransitiva traduccion 14

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que R :{(x, y)/ X+y es impar } es intransitiva.

(W@)Supongamos que (x,y)eR Yy (y,2) e R, ®)@esdecirquex+y y y+z
son impares. (5)(6) Entonces existen enteros k y n tales que

x=2k+1l-y y z=2n+1-y;
(7)(8) de donde
X+z=2(+n-y).
(9)Haciendo m = k + n -y, (10)se tiene que X + z =2m , (11) es decir que X + z

es par, (12)0sea que X +z no es impar . (13) (14)15)De donde se concluye que
R es intransitiva.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que R ={(x, y)/x+y es impar } es intransitiva.

Supongamos que
(x,y)eRy (v,2) eR,

es decir que
X+y esimpar y y+z esimpar.
Entonces
X+y=2k+1 y y+z=2n+1 pa.kneZ.
De donde

X =2k+1-y y z=2n+1-y
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X+ z=2(k+n-y).

Haciendo m =k + n—y, se tiene que x + z = 2m, es decir que x +zes par; En
otras palabras que x + z no es impar .De donde se concluye que R es
intransitiva.

5. @ R={(x,y)/x<y} (xy)eR<ox<y

Es reflexiva? Si: (X,x) e R < x < x VX
Es simétrica? No:

(X,¥) € R no implica (y,x) e R
X<y no implicay <x

Estransitiva? 31 252 yn y2z=x%z

Es de equivalencia? No. Falla la propiedad simétrica.
Esirreflexiva? Mo, Ez falso que (x,x) 2 B es decr x ?ﬁ x
Es asimétrica? 3i x 2y = pfx

Es intransitiva? No.
(x,y)eR A (y,2) eR noimplica (x,z)¢R

TEyan yEz:ﬁ)x$z
(&) R=(x, ) x<y|
(x e R ey
Es reflexiva? Mo x, 5:) gt R=xfx Vx

E:z simétrica? Mo
(x, ) € R noimplica (v, x)e R

X<y no implicay < x

Estransitiva? 3{; z<y ny<z = x<z

Es de equvalencia? Mo, Falla la propiedad simétnca
Esirreflexiva? Mo, Es falso que (x,x) 2 R es decr x4 %

Es asimétrica? 3 x=y = y4x

Eszintransitiva? e (x, ) € £ A (v, z) € R no implica (x,z) ¢ B

(c) R={(x,y)/x>y } Eslomismo que (a).
d) R={(x,y)/0<xy }(Xx,y)eR<=0<xy

UNIVERSIDAD DE LA AMAZONIA FLORENCIA CQUETA COLOMBIA



356 Equivalencia

Es reflexiva? Si: (x,x) e R<>0< xx VX, osea(x,x) e R
Es simétrica? Si: (X,y) e R =0<xy
=0<yx
=(y,X)eR
Es transitiva? Si: 0<xy A0<yz = X,Y, z tienen el mismo signo
= X, z tienen el mismo signo
=0<xz

Es de equivalencia? Si, porque es reflexiva, simétrica y transitiva.
Esirreflexiva® Mo, Es falso que 0 $ xx ¥x

Es asimétrica? No: 02z 4 04 yx
E: infransitiva? Mo, 02z n0=yz £ 0fxz

® R={(xy)/x+y<2}
(X,y)eR < x+y<2

Es reflesiva? Mo x4+ x 42 ¥x

Essimétrica? Si: x+y<2 = y+x<2

Es transitiva? Xx+y <2 A y+2<2 = X+2<27?
Mo 1.5404=2n044+12=<2 pero 1.5+1242
Es de equivalencia? No. Por que?

Esirreflexiva? Si: x+x 42 Vx
Es infranstiva? WMo x +y = 2 8 y+z= 2 & x+z £2
Es asimétrica? Moz +y =2 5 yv4+x 42

() R:{(x,y)/x2+y2 :4} C (X, Y)eRex?+y? =4

Es reflexiva? No. Es falso que (x,X) € R x.Por ejemplo, 1> +1? = 4
Es simétrica? Si. x* +y* =4 = y* +x* =4

Es transitiva? Si. x> +y*> =4 A y*+2° =4 = x* +z* =47

ELD
Demostrar : R es transitiva

traduccion x® +y? =4 A y?+2° =4 = x> +17° =4

(1) xX*+y*=4Ary*+2°=4 P
(2) y*+z2°=4 S1
(3) x*+z°=4 xly 2
(4) xXP+y?’=4Ay* +2°=4=x"+2°=4 CP13
(5) Restransitiva Traduccién 4
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Es irreflexiva? No. Es falso que (x,x) ¢ R ¥x. Por ejemplo,

(2)2+(V2)2 =4 .
@ R={(y)/x2+y* =0} ; (x,y)eRe=x2+y? =0

Es reflexiva? No. x* + x* #0 vx #0.
Es simétrica? Si. (x,y)eR = x*+y*=0
= y>+x>=0
= (y,X)eR
Es transitiva? (X,y)eR A (y,2)eR = (X,2) eR
R={(0,0)} es transitiva.

Para x, v z diferentes de cero
(x. el n(yvzie R = (xzieRr

\_F g/ P/

\_p_ S
Ny

El condicional es verdadero, por lo tanto R es transitiva.

No es de equivalencia porque falla la propiedad reflexiva.

Es irreflexiva: (x,x) ¢ R vx,yaque x* +x> =0 Vvx=0.
Mo es intransitiva - x° +y° =0y  +2° =08 2 +y* =0
Mo es asimétrica ; x° +3° =0 £ yi 4zt a0

6. Sea R, Srelaciones en A.
(i) Resasimétrica = R es irreflexiva

ELD
Demostrar : R es irreflexiva

Traduccion : (x,x) ¢ R Vxe A Por RAA

(1) R, Srelacionesen A P

(2) Resasimétrica P

(©) (x,X)eR VxeA =

4) (x,y)eR= (y,x) R traduccion 2
(5) (x,X) eR= (x,X) R xly 3
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(6) (x,x)¢R PP 3,5

(7) X, x)eR A (X,X) &R A 3,6

B8 (xx) &R RAA 3,7
1(9) R es irreflexiva traduccion 7

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que R es irreflexiva. Por RAA:

(3)Supongamos lo contrario; es decir, (x,X) e R Vx e A. (4) Debido a que R es
asimétrica, para (x,y) e R se tiene que (y,x) ¢ R VxVYy. (5) (6)Especificando
X para y en este Gltimo resultado se tiene que (x,X)&R. (7)Pero esto
contradice el supuesto de que (x,x) € R . (8) (9)Luego (x,X) ¢ R, es decir R es
irreflexiva.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que R es irreflexiva. Por RAA:

Supongamos lo contrario; es decir, (x,X)€R Vxe A. Debido a que R es
asimétrica, para (x,y) € R se tiene que (y,x) ¢ R vxVy. Especificando x para
y en este Ultimo resultado se tiene que (x,X) ¢ R. Pero esto contradice el
supuesto de que (X, x) € R . Luego (X, x) ¢ R, es decir R es irreflexiva.

6. Sea R, Srelaciones en A.

(i) Resreflexivaen A = R™ esreflexivaen A

ELD
Demostrar R es reflexivaen A
Traduccion : (x,Xx) e R™*V¥xe A

(1) R, Srelacionesen A P

(2) Resreflexivaen A P

3) (x,x)eR ¥xe A 2

(4) (x,X) eR*V¥xe A 13,2.13
[(5) R™ es reflexiva en A traduccion 4
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Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

@@)Por la segunda hipdtesis (x,X)eR Vxe A.4) Por (2.13),
(x,X) e R V¥x e A, 5)es decir R™ es reflexiva en A.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Por la segunda hipotesis (x,X) € R Vx e A. Por (2.13), (x,X) e R V¥xe A, es
decir R™ es reflexiva en A.

6. Sea R, S relaciones en A.
(iii) R, S sonreflexivasen A = RwuS es reflexiva en A.
ELD

Demostrar : RuU S es reflexiva en A.
Traduccion : (x,x) e RUS Vxe A

(1) R, Srelaciones reflexivas en A P
2) (X,xX)eRA(X,X)eS VxeA 1
B (X,X)eRv(X,x)eS Vxe A 2
4 (xx)eRuUSVxeA 3
1(5) RuSesreflexivaen A traduccion 4

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que RuU S es reflexiva en A.

1)@)Debido a que R y S relaciones reflexivas en A (hipdtesis), entonces
(X, x)eR Yy (x,x)eS VxeA,; 3w@@E)de donde (x,x)eRUS ¥xe Ay por
lo tanto RU S es reflexiva en A.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que RuU S es reflexiva en A.

Debido a que R y S relaciones reflexivas en A (hipoétesis), entonces
(X, x)eR Yy (x,x)eS VxeA,;dedonde (x,x) e RuUS V¥xe A y por lo tanto
Ru S es reflexiva en A.
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6. Sea R, Srelaciones en A. (iv) R es irreflexivaen A = R™ es irreflexiva en
A
ELD
Demostrar : R es irreflexivaen A

Traduccion: (x,x) ¢ R™ ¥xe A

(1) R, Srelaciones en A P
(2) Resirreflexivaen A P
B (x,x)gRVvxeA 2
(4) (x,x)e¢R*VvxeA 3
[(5) R esirreflexivaen A traduccion 4

6. Sea R, Srelaciones en A.

(V) R, Ssonirreflexivasen A = RNS,RuUS, R—S son irreflexivas en A.

ELD
Demostrar : RNS,RuUS, R-S sonirreflexivas en A
(1) R, Sson irreflexivasen A P
2 (X,x)gR A (X,x)gS VxeA 1
B) (X, x)gRNS W¥xeA 2
[1,(4) RNS esirreflexivaen A traduccion 3
(5) ((x,x)eR v (x,x)€S) DL 2
6) -((x,x)eRUS) 5
(7)) (x,x)gRUS VvxeA 6
1,(8) RuUS esirreflexivaen A traduccion?
9 xR 1 (Rirrefl.)
(10) (x,x)eR’ 9
11) (xx)eR'v (x,x)eS LA 10
(12) (x,x)eR'US 11
(13) R'US=(RNS') P
14) (x,x)e(RNSY) 112,13
(15 (x,x)gRNS’ 14
(16) RNS'=R-S P
17) (x,x)gR-S | 15,16
1, (18) R-S esirreflexiva 17
1 (19) RnS,RUS, R=S sonirreflexivas en A 48,18
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Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que RS, RuUS, R—S son irreflexivas en A.

@ (X, X) € R A (X,X) ¢ S Vx € A(hipotesis).3)@)Esto implica que
(x,X)gRNS 0 sea que RNS es irreflexiva en A . (5)Aplicando la ley
D’Morgan a la hipotesis se tiene =((x,X)eRv (x,X)€S) (6) (7esto es
(x,x) g RUS Vxe A@®) esdecirque RuS esirreflexivaen A.

(9)Por otra parte (x,X) ¢ R (10)0 sea (x,X) € R", debido a que R es irreflexiva
en A. (11)(12Es evidente que (x,X)eR'US. (@@3)14)@5Debido a que
R'uUS=(RnNS")’', entonces (x,x)e(RNS")" o sea (x,x)gRNS".
@e)a7)Como RNS'= R-S, entonces (x,X) ¢ R—S. (18)Pero esto significa
que R—S es irreflexiva.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que RS, RuUS, R—S son irreflexivas en A.

Por hipotesis,
(X, X)gR A (X,X)gS VxeA.

Esto implica que (x,X) € RNS , y significaque RS  es irreflexiva en A .
Aplicando la ley D’Morgan a la hipotesis se tiene

-((x,X)eR v (x,x)€8S),
esto es
(x,x) g RUS V¥xeA,

es decir que RuUS es irreflexiva en A . Por otra parte (x,Xx)g R 0 sea
(x,x) € R", debido a que R es irreflexiva en A. Es evidente que (x,X) € R"US.
Debido a que R'US=(RNS’), entonces (x,X)e(RNS') o0 sea
(x,x)2gRNS’. Como RnS'= R-S, entonces (x,x)&R—S. Pero esto
significaque R—S es irreflexiva.

6. Sea R, Srelaciones en A.

(vi) Ressimétrica = R™ essimétrica .
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ELD
Demostrar R™ es simétrica .
Traduccion : (y,x) eR'= (x,y) eR™

(1) R, Sson relaciones en A P

(2) R essimétrica P

(3) (y,x)eR™ P

4) (x,y)eR 13,213
(5) x,y)eR= (y,X)eR traduccion 2
(6) (y,x)eR PP 4,5

(7) (x,y)eR™ 6

@ (v, x)eR™= (x,y)eR™ CP 37

(9) R essimétrica traduccion 8

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que R es simétrica.

@Sea(y,x) eR™; @(x,y)eR (2.13). (56) Como R es simétrica, entonces
(v,X)eR y @@@por lo tanto (x,y)eR™, que era lo que queriamos
demostrar.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que R~ es simétrica.

Sea(y,x) e R™. Entonces (x,y)eR (2.13).ComoR es simétrica, entonces
(y,X)eR y porlotanto (x,y)eR™, que era lo que queriamos de mostrar.

7.Sea R, Srelaciones en A.
(i) ResreflexivaenA = SCRoSAScSeoR

ELD
Demostrar : Sc RoSAScSoR

(1) R, Srelacionesen A
(2) Resreflexivaen A

©) (x,y)es

- U DT
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4) (x,x) eR 2
(5) (X, X) e RA(X,y) €S A43
(6) (x,y)eSoR 15,2.14
(7 (x,y)eS= (x,y)eSe-R CP3,7
1, (8) ScSeR traduccion 7
(9) (x,y)es P
(10) (y,y)eR traduccion 2
(12) (X,y)eSA (y,y)eR A 9,10
(12) (x,y)eRoS 111,2.14
(13) (x,y)eS= (X,y)eRoS CP 9,12
1,(14) SRS traduccion 13
7 (15) S RoSAS<cSoR A 148

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que Sc RoSAS = SoR.

@3) Sea (x,y)eS. @ (x,xX) eR debido a que R es reflexiva. (5) (§)Reordenando
enlaforma (x,x)eRA (X,y) €S, setiene que (X,y) € SoR (2.14), (7)(8)con
lo cual se demuestra que S < SoR.

(9)Retomemos nuevamente (x,y)eS. (10) (y,y)eR debido a que R es
reflexiva. (11)(12)Reordenando en la forma (x,y)eS A (y,y) € R, se tiene que
(X,¥) € SoR (2.14), 13)(14)con lo cual demostramos que S < SoR.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que S c RoSAScSoR.

Sea (X,¥)eS. (x,x) eR debido a que R es reflexiva. Reordenando en la
forma (x,X)e RA (X,y) €S, se tiene que (x,y) €S-R (2.14), con lo cual
se demuestra que S SoR.

Retomemos nuevamente (x,y) e S. Entonces (y,y) € R debido a que R es

reflexiva. Reordenando en la forma (X,y)eSA (y,y)€R, se tiene que
(X,y) € SoR (2.14), con lo cual demostramos que S < SoR.

7.Sea R, Srelaciones en A.
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(if) Resreflexivaen A y S reflexiva en A y transitiva
= (RcS<RoS§=S5)

ELD
Demostrar: RcS < Ro-S =S

(1) R reflexivaen A P

(2) Sesreflexivaen Ay transitiva P

=) (3) RcS P
4) (X,y)eRoS P

(5) 3z((x,2) e S A (z,y) €eR) 14,2.14

(6) (z,y) eR S5

(7 (z,y)eS 3,6

(8) (x,2) €S S5

9) (X,2)eSA(z,y) €S A 8,7
(10) (X,2)eSA(z,y)eS=(x,y)eS 2(tr)
(11) (x,y)eS PP 9,10
(12) (X,y)eRoS = (X,y) €S CP 4,11
(13) RoSc S traduccion 12
(14) (x,y)eS P
(15) (y,y)eR 1
(16) X, ¥)eS A(y,y)eR A 14,15
17 (X,y) eRoS 116,2.14
(18) (X,y)eS = (X,y)eRoS CP 14,17
(19) ScRoS traduccion 18
(20) RoS=S 113,19, 1.4(ii)
1,(21) RS = ReoS=S CP 3,20
<) (22) RoS=S P
(23) (x,¥y)eR P
(24) (x,x) €S 2
(25) (X, x)eSA (X,y)eR A 24,23
(26) (X,y) eRoS 1 25,2.14
(27) (x,y)eS 1 26,22
(28) (X,y)eR = (x,y) €S CP 23,27
(29) RcS traduccion 28
[1,(30) ReS=S = RcS CP 22,29
1 (Bl) R&cS<RoS=S LB 21,22
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Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que R S <«<>RoS=S

=)

Supongamos que R < S y demostremos que RoS =S .4)Sea(x,y) e RoS.
(5)Entonces existe un z tal que (x,z) e SA (z,y) eR. ®)7) Como Rc S,

(z,y) € S .(8)(9)Entonces tenemos que (X,z) €S A (z,y) €S . 0)11)Debido a
que S es transitiva, entonces (X, y) € S (12)(13)y tenemos que

RoScS (1).

(14)Sea ahora (x,y¥)€S. (15 (Y,y) € R debido a que R es reflexiva. (16)(17)
Claramente (X,y) € Ro S (18)(19) y por lo tanto

ScRoS ().
o)De (1)y (1), setiene que RoS =S; (21)con lo cual se ha demostrado la
implicacion
RcS= RoS=S. []

<) Supongamos ahoraque RoS =S ydemostremosque RcS.

(23)Sea (x,¥) € R. (24)(x,X) € S debido a que S es reflexiva.
(25)(26)(27)Reordenando en la forma (X,x) e SA (X,¥) €R, (X,y) €eRoS y
(x,y) €S (sehasupuestoque RoS =S ), (28)(29)0bteniéndose que RcS.
30)Con esto se demuestra la implicacion

RoS=S = RgS DZ

31)De los resultados [, y 1, se obtiene Rc S «<R>S =S , que eralo que
queriamos demostrar.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que R S << RoS =S

=) Supongamos que R < S y demostremos que RoS =S .
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Sea (x,y) € RoS. Entonces existe un z tal que (x,z) €S A (z,y) € R. Como
RcS, (z,y) €S .Entonces tenemos que (x,z)eS A (z,y)eS. Debido a
que S es transitiva, entonces (X, y) € S y tenemos que

RoScS (I).

Sea ahora (x,y)eS. (y,y)eR debido a que R es reflexiva. Claramente
(X,y¥) € RoS y por lo tanto se tiene que

ScRoS (1),

De(1)y (Il), setiene que RoS=S; con lo cual se ha demostrado la
implicacion

RcS= RoS=S. [
<) Supongamos ahoraque RoS =S ydemostremosque RcS.

Sea (X,¥)eR. (x,x)eS debido a que S es reflexiva. Reordenando en la
forma (x,X)eSA(X,¥)eR,(X,y)eRoS y (x,y)eS ( se ha supuesto
queRoS=S), obteniéndose que Rc<S. Con esto se demuestra la
implicacion

ReS=S = RcS. [,

De los resultados [/, y [1,se obtiene Rc S < RS =S, lo que queriamos
demostrar.

8. Para cada una de las siguientes relaciones R en R?, R es una relacion de
equivalencia.

(@) R={((a,b),(c,d))/c—d=d-b}
R esreflexiva: ((a,b),(a,b)) eR < a—-a=b-Db
R es simetrica: ((a,b),(c,d))eR=>c—-a=d-b

—a-c=b-d
=((c,d),(a,b)) eR
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R es transitiva :

(a,b),(c,d)) eR A ((c,d),(e, ) eR= ((ab), (e f)) eR

ELD
Demostrar : ((a,b),(c,d)) e R A ((c,d),(e, f)) e R= ((a,b),(e, f)) eR
(1) ((a,b),(c,d)) eRA ((c,d),(e,f))eR P
(2) ((a,b),(c,d))eR S1
(3) c—a=d-b traduccion 2
4) ((c,d),(e, ) eR S1
() e-c=f-d traduccion 4
6) e—a=f-b 3,5
(M ((a,b),(e, f))eR traduccion 6
8) ((a,b),(c,d))eR A ((c,d),(e, f))eR= ((a,b),(e, f)) eR CP1,7
1(9) Restransitiva traduccion 8

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que R ={((a,b), (c,d))/c—d=d —b } es transitiva.

Supongamos que ((a,b),(c,d))eR y ((c,d), (e, f)) eR.@@Por lo
primero, c—a=d—b @)y por lo segundo, e—c=f —d .6)De estas dos
igualdades se tiene que e—a=f —b, (7)es decir que ((a,b),(e, f)) eR,
@®)(9)que era lo que queriamos demostrar.

Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que R :{((a, b),(c,d))/c—d=d-b } es transitiva.

Supongamos que ((a,b),(c,d))eR y ((c,d),(e,f))eR. Por lo primero,
c—a=d-b y por lo segundo, e—c=f —d .De estas dos igualdades se
tiene que e—a="f —b, es decir que ((a,b),(e,f))eR, que era lo que
queriamos demostrar.

8.(b) R={(a,b),(c.d))/ a®+b? =c? +d?}

Reflexiva: ((a,b),(a,b)) e R< a®+b*> =a’ +b”
Simétrica : ((a,b),(c,d))eR = a’*+b*=c*+d?
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=c?+d?=a’+b?
=((c,d),(a,b)) eR

Transitiva :
((a,b),(c,d)) eR A ((c,d),(e, f)) e R= ((a,b),(e,f)) eR

((@b),(c,d)) eR A ((c,d), (e f)) eR = a? +b? =c? +d2A
c?+d?=e® + f?
—a’+b*=e?+f?
=((a,b),(e,f)) eR

8.(c) R={((a,b),(c,d))/[a +[b| =|c| +]d| }

Reflexiva : ((a,b),(a,b)) € R<> [a]+]b| =|a] +|b]
Simétrica : ((a,b),(c,d)) e R= [a+|b| =|c|+|d|
= |c[+[d| =(a]+[b)
= ((c,d),(a,b)) eR
Transitiva :

(@b).c.d) eR A ((©.d).( F)) cR= [al+]b|=|d+[d] A [c]+]d] =[e|+| |
= [a] +[of =d + |
= ((a,b),(e,f)) eR

9. Sea £ el conjunto de rectas en el plano. // y 1 relaciones en £ tal que:
Il ={(1,,1,)/1, paralelo al,}, L = {(I,,1,)/1, perpendicular al,}

(@) // es una relacion de equivalenciaen £ .
Reflexiva: 1//1 Vlef£
Simétrica: L /11, =1, /11,
Transitiva: LI/, AL T, =1 /1,

(b) // U L es una relacion de equivalenciaen £ .

Reflexiva: (I,De//fulVvlef
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ELD
Demostrar : (I,I) e//fu L
Q) W,hHel @)
2 O§bhelv@)el LA1
1R ILhellu L | trad.2,1.11(ii)
Simétrica :
ELD
Demostrar : (I,1,)e//lu Ll = (I,,l))el/lu L
1) (,L)yelhoL P
(2) (,L,)ellv({,l,)el 1
(3) (,L)ell = 1,,1)ell P
4) (,L)el = (1,,1) el P
(5) (1) ell v (1,,1) el DS 23,4
(6) (,l)elhuL 5
7 a,L)ellvl = 1,,1)ellu L CpP1,7
1(8) /I w L essimétrica traduccion 7
Transitiva:
ELD
Demostrar : // U L es transitiva
Traduccion :
(,L)yellhoL A(,,L)ellol = (,1,)elluLl
1) (,LYelhoL A (,1)elluLl P
(2) (a,L)yelva,l)yel)y A, lL)ellul 1
@) W(,L)ell A, L)ellv L)y ((,L)el A (,,L)ellul) 2
4) (,L)ell ~(1,,L)ellu L P
(5) (I, L) ell A((,,1;)ellv(,,1;)el) 4
(6) (A, L) ell A (,,L)ell)v (A,L) el A(l,,l,)el) 5 (Distr.)
(7) (,1)ell v (1,1,)el) 6
(8) (,1)ellu L 7
9) (,L)Yell A, L)yellvl = (,L)ellul CP 4,8
(10) (,L)el A (,,L)elluL P
(11) (I,1,) el A((,, 1) ellv(,,1) el) 10
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(12) (L) el A (L, L)ell) v ((,1L) el A(,,1)el) 11
(13) (,1)el v (,1)ell 12
(14) (,1)ellv (,1,) el Cl13
(15) (,1)ellu L 14
(16) (I,L)yet al,l)ellvul= (1,L)ellul CP 10,15
(17) (,L)yelloLly (,1)elluL DS 3,916
(18) (,1)ellv L DP 17
19 (4, L)yellvl A(,,L)ellul = (,l;)ellu L CP 1,18
1(20) /lw L estransitiva trad. 19

10. (i) R es relacion de equivalencia = R™ es relacion de equivalencia.

ELD
Demostrar : R™ es relacion de equivalencia.
Traduccion : R™ es reflexiva, simétrica y transitiva

(1) R esrelacion de equivalencia P

(2) (x,x)eR WX 1, R reflexiva

(3) (x,x)eR™* Wx 2

(4 R reflexiva traduccion 3

(5) (y,x)eR™* P

(6) (x,¥y)eR 15,2.13

(7) (y,X)eR I 6,1(R simétrica)

(8) (x,y) eR™ 17,2.13

@ (v, eR™ = (y,x)eR™ CP5,8

(10) R essimétrica traduccion 9
(11) (x,y)e R*A(y,2) eR™ P

(12) (v, X)eR A (z,y)eR 111,2.13
(23) (z,y)eRA (Y,X)eR Cl12
(14) (z,x) eR 113, 1(
Rtr)

(15) (x,2) eR™ | 14,2.13
(16) (x,Y)eR™*A(y,2)eR'= (x,2)eR™ CP 11,15
(17) R es transitiva traduccion 16
(18) R esreflexiva, simétrica y transitiva 410,17
[1(19) R es de equivalencia 18
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Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que R™ es relacion de equivalencia.

Veamos que R™ es reflexiva.
1) G)@) (x,X) € R™ vx debido a que (x,x) € R Vx por ser R es reflexiva.

Veamos que R™ es simétrica.
©G)Sea (y, x) € R @)@)Entonces (x,y) € R y (y, x) € R (por ser R simétrica).
) (9)10) De donde (x,y) e R .

Veamos que R™ es transitiva. (11)Supongamos que (x,y) e Ry (y,z) e R™.
(12)@3)Entonces (z,y) € R A (y,x) e R (2.13). (14)Debido a que R es transitiva,
(z,X) eR @s)0sea (x,z) e R™.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que R™ es relacion de equivalencia.

Veamos que R™ es reflexiva. (x,x) e R™ Vvx debido a que (x,X) € R ¥x
por ser R es reflexiva.

Veamos que R™ es simétrica. Sea (y,x)eR™. Entonces (x,y)eR vy
(y,X) € R (por ser R simétrica). De donde (x,y) € R™.

Veamos que R™ es transitiva. Supongamos que (x,y) e Ry (y,z) eR™.
Entonces (z,y)eR A (y,X)eR (2.13). Debido a que R es transitiva,

(z,x) e Rosea (x,z) eR™.

10. (ii) Resreflexivaen Bl R ytransitiva = RoR=R

ELD
Demostrar : RcR=R
Traduccion: (X,y)e ReR < (x,y) eR

(1) R reflexiva en Bl R y transitiva P
2 (Xx,y)eRoR P
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3) Jz((x,2) e RA (z,y) e R) 12,2.14

4 (x,y)eR 13,1(Rtr)
1, 5) (x,y)eRoR= (x,¥y)eR CP24

(6) (x,y)eR P

@) (x,x) eR VXeglR 1

(8) (x,X) e RA(X,y) eR A76

9) (X,y)eReR 18,2.14
1, (10) (x,y)eR=(Xx,y)eRoR CP 6,9

(1) (X, y)eRR<=(xy)eR LB 5,10
1(12) RoR=R traduccion 11

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar queRoR=R.

()Sea (X,y) € RoR. (3)Entonces existe un z tal que(x,z) e RA (z,y) e R.
4)Debido a que R es transitiva, (x,y) € R. (5)Asi que se tiene la implicacion

(X, y)eRoR= (x,y)eR . (1)

(6)Sea ahora (x,y) € R. (77Como R es reflexiva en Bl R, (x,X)eR Vxe Bl R.

8)Entonces se tiene que (X,x)e RA(X,y) eR. ©Pero esto significa que
(X,¥) e Ro R, (10) 0 sea que se tiene la implicacion

X, y)eR=(x,y)eRoR . (II)

@ayDe (1) y (11 se tiene la equivalencia (x,y) e ReR < (X,y) e R(12) 0 sea
ReR=R.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar queRo-R=R.

Sea (X,y) e RoR. Entonces existe un z tal que(x,z)e RA (z,y) eR.
Debido a que R es transitiva, (x,y) € R. Asi que se tiene la implicacion

(X,y)eRoR= (x,y)eR . (I)
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Sea ahora (X,y)eR. Como R es reflexiva en BlR,

(x,X)eR Vxe le R. Entonces (X,X) e RA(X,y) € R. Pero esto
significa que (x,y) € Ro R, 0 sea que se cumple la implicacion

X, y)eR=(X,y)eRoR . (1I)
De(l)y(Il)setiene (x,y)eRo-R < (X,y)eR 0sea Ro-R=R.

11. Sea (R,);., una familia de relaciones de equivalencia en A.
(i) NR, esunarelacion de equivalencia en A.

iel

ELD
Demostrar : (1R, es una relacion de equivalencia en A.

iel

Traduccion : (R, es reflexiva, simétrica y transitiva

iel

(1) (R),., una familia de relaciones de equivalencia en A. P

2) (x,x)eR Viel vxeA 1 (R,refl)

B) (xx)eNR, VxeA 12,4.1(i)
. () NR, es reflexiva 3

) (xy)eNR P

(6) (x,y)eRViel 1 5,4.1(i)

(7) (y,x)eRViel I 6,1(simét.)

(8) (v, ¥)eNR, 1 7,4.1(i)

(9) (X! y) € ﬂ Ri = (y! X) € ﬂ Ri CP 5’8
[1,(10) MR, essimétrica traduccion 9

(11) x,y)eNR A (y,2)eNR P

(12) (X, y)eR Viel A(y,z)eR Viel 111,4.1(i)

(13) (x,2)eR Viel 112, 1(R; tr.)

(14) (x,2) e NR 113,4.1(i)

(15) (x, V) e NR A (Y,2)eNR = (x,2) e R, CP 11,14
[1;(16) MR es transitiva traduccion 15
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(17) NR, es reflexiva, simétrica y transitiva 4,10,16

iel
(18) MR, es relacion de equivalencia traduccion 17
iel

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que (1R, es una relacion de equivalencia en A.
iel
@) (x,x) eR; Vie |l Vxe A debido a que cada R, es reflexiva. (3)Pero esto
significaque (x,x) e R, Vxe A. (4Luego R, es reflexiva.
iel iel
Veamos que (R, es simétrica:
iel

G)Sea (x,y) € NR;. 6)Entonces (x,y) € R,Vi e | . (7Debido a que cada R, es
iel

simétrica entonces (y, X) € R, Vi € | . (8)Pero esto significa que (y,x) eR,.
iel

Veamos que (R, es transitiva.

iel
(11)Supongamos que x,Y)eNR A(Y,2)eNR,. (12)Entonces
iel iel
(x,y)eR Viel y (y,z)eR Viel. (13) (149Como cada R, es transitiva,
(x,2) eNR,.
iel

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que (1R, es una relacion de equivalencia en A.

iel
(x,X) e R, Viel ¥xe A debido a que cada R, es reflexiva. Pero esto
significaque (x,x) (R, ¥xe A. Luego R, es reflexiva.

iel iel

Veamos que (R, es simétrica: Sea (X, y) € (1R, . Entonces (x,y)e RViel.
iel iel

Debido a que cada R, es simétrica entonces (Y, x) € R,Vi € | . Pero esto
significa que (y,x) e NR,.
iel

Veamos que (R, es transitiva. Supongamos que (x,y¥) e R, A (y,2) eNR,.
iel

iel iel
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Entonces (x,y)eR Viel y (y,z)eR, Viel.Como cada R, es transitiva,

(x,2) eNR..

iel

11.(iii)) Sean R, S relaciones de equivalencia, RS es una relacion de
equivalencia < (ReScRUSASocRcRUYS)

(iii)=) ELD
Demostrar : (ReScRUSASoRc RUYS)

(1) R, Srelaciones de equivalencia P
(2) RS deequivalencia P
(3) (X,y) eRoS P
4) 3z((x,2) e S A (z,y) €eR) 13,2.14
(5) ScRUSARcCRUS P
(6) (X,2) e RUS A(z,y) eRUS 14,5
(7) (x,y)eRUS 16,2(tr.)
8) (X,y)eRoS= (X,y)eRUS CP3,7

1, (9 ReScRUS traduccion 8
(10) (X,y)eSoR P
(11) Jz((x,z) e RA (z,y) €S) 110,2.14
(12) (X,2) e RUS A(z,y) eRUS 11,5
(13) (X, y)eRUS 112, 2(tr.)
(14) (x,y)eS°R = (x,y) eRUS CP 10,13

1,(15) SoRc<cRUS traduccion 14

[1(16) RoeScRUSASoRcRUS A 9,15

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD
Vamos a demostrar queReS c RUSASoRc RUS.

(3)Sea (X,y) € RoS. (4)Entonces existe un z tal que (x,z) e SA (z,¥) e R.(5)
6) Yaque SCRUS y RcRUS, entonces (x,z) e RuS y (z,y) e RUS.
(mComo RuUS es transitiva, (X,y) e RuS . (8)@)Por lotanto ReS c RUS .
(10)Sea ahora (x,y) € So R .(11)Entonces (x,z) e RA (z,y) € S paraalgin z .
(12) PorqueS c RuUS y Rc RUS, entonces (x,z) e RUS y(z,y) e RUS.
(13)Como RuUS es transitiva, entonces (x,y) e RuUS . (14)@as)Por lo tanto
RoScRUS.
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Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar ueRoS c RUSASoRcRUS.

Sea (X,y) € RoS. Entonces existe un z tal que (x,z) € S A (z,y) € R. Debido
aque ScRuUS y RcRuUS, entonces (x,2)eRUS vy (z,y) eRUS.
Como RuUS estransitiva, (x,y) e RuS . Porlotanto RcSc RUS .

Sea ahora (X,y)eSoR . Entonces (x,z2)eRA (z,y)eSpara algun z .
Debido a quee ScRuUS y RcRuUS, entonces (x,z2)eRuUS vy
(z,y) e RuS. Como RuUS es transitiva, (X,y)e RuS . Por lo tanto
RoScRUS.

(i) <) ELD
Demostrar : RUS es relacion de equivalencia
Traduccion : RuU S es reflexiva, simétrica y transitiva

(1) R, Srelaciones de equivalencia P
(2) RoeScRUSASoRcRUS P
3) (x,x) eR ¥x 1 (Rrefl))
(4 RcRuUS P
B)  (x,x)eRUS 3,4
[1,(6) RuUS esreflexiva traduccion 5
(7) (x,y)eRUS P
(8) (X, y)eRv(Xy)eS P
9) x,y)eR = (y,X)eR 1(R simétrica)
(10) x,y)eS= (y,x) €S 1(S simétrica)
(11) (v, X)eR v (y,x)eS DS 8,9,10
(12) (y,x) e RUS DP 11
13) (x,y)eRUS = (y,x)eRUS CP 7,12
1,(14) RUS essimétrica trad.13
(15) (X,y) e RUS A(Y,2) e RUS P
(16) ((x,y)eRv (X,¥)eS)A ((vy,2)eR Vv (y,2) €9S) 15
(17) [(Xy)eRV (X y)eS)Aa (y,2) €R)]
A\
[(x,y)eRV(X,y)eS)A (y,2) eS] 16
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(18) [(X,y)eR v (X,y)eS)n (y,2) eR)] P, 17
(29) ((x,y) eRA(Y,2)eR) v ((X,y)eSA(Y,2) eR) 18, Distr.
(20) (x,2)eR v (X,2)eRoS 119, 2(tr.)
(21) (x,2) e RUS v (x,2) e RUS 20,2
(22) (x,2) eRUS DP21
(23) [(X,Y)eR VvV (X, ) €S (Y,2)eR)]1= (X,2)e RuUS CP 18,22
(24) ((x,y)eR v (X,¥)eS)A (V,2) €S P17
(25) (X, y)eRA(Y,2)€S) v ((X,y)eSA(y,2)eS) 24
(26) (Xx,2)eSeoR v (X,2) €S 1 25,2.14
(27) (x,2) e RUS v (x,2) e RUS 26,2,4
(28) (x,2) eRUS DP27
29) (X, ) eR Vv (X,y)eS)A (Y,2)eS = (X,2)eRUS CP 24,28
(30) (x,2) e RUS v (X,2) e RUS DS 17,23,29
(31) (x,2) eRUS DP 30
(32) (x,y)eRUS A(Y,2)eRUS = (X,2) e RUS CP 15,31
[1,(33) RUS es transitiva trad. 32
(34) RuUS esreflexiva, simétrica y transitiva 6,14,33
71 (35) RwUS esdeequivalencia. Trad. 34

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que R U S es una relacién de equivalencia .

Veamos que RuU S es reflexiva : (3) (X, X) € R ¥x debido a que R es reflexiva
(por hipdtesis). (4)(5)(6)Es evidente que (x,x) e RUS .

Demostremos ahora que RwSes simétrica: (7)Sea (x,y)e RuUS .
(8)Entonces se presentan dos alternativas :

(x,y)eRv(X,y)eS.

(9)(10)(11)(12)Si  consideramos (X,y) € R, como R es simétrica, entonces
(y,X)eR Yy (y,x) e RuUS . Si consideramos (X,y) €S, como S también es
simétrica, (y,x)eS y (y,X) e RuUS . Entonces cualquiera sea la alternativa
que tomemos, el resultado es que (y,x) e RUS . (13)(14)ESto quiere decir que
RUS es simétrica.

Veamos que Ru S es transitiva :
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@5)Sea (x,¥) e RuUS A (y,z) e RUS . @e)Entonces por definicion de union
se tiene ((Xx,y)eRv (X,y)eS)A ((y,2)eR v (y,z2)eS). @nDe esta
formula I6gica se desprende la disyuncion

[(x.y) eR v (x,y) €S)A(Y,2) eR)]
0

[(xy)eR Vv (x,y) €S)A(y,2) €S]

(18)Si consideramos la alternativa ((x,y)eR v (X,¥)€S)A (y,2)eR) ,
@9)por la ley distributiva de la A con respecto a la v, se tiene

((x,y) eRA(Y,2)€eR) v ((X,¥) €eSA(Y,2) eR).

0)De donde (x,z)eR v (X,zZ)eRoS(por ser R transitiva). (21)Como
RoS c RUS (segunda hipotesis), (x,z) e RuUS v (x,2) e RUS. (22) (23)
0O sea (x,z) e RUS.

(24)Si consideramos la otra alternativa, esto es,
((x,y)eR v (X,¥)€S)A (y,2)€S.
(25) Por la ley distributiva de la A con respecto a la v, se obtiene
(X, y)eRA(Y,2)eS) v ((X,yY) eSA(Y,2)eS).

(26)Estoes (x,z) e SoR v (X,2) €S (2.14). 27)Como SoR < RuUS (segunda
hipotesis), se tiene que (X,z) e RUS v (x,z2)e RUS; (28) (29)es decir,
(x,2) e RUS .

(30)31)Entonces vemos que cualquiera sea la alternativa que se considere el
resultado es que (x,z) € RUS . (32)(33)(34)(35)Asi que R S es transitiva .

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que R U S es una relacion de equivalencia .

Veamos que RuSes reflexiva: (x,x)e R Vx porque R es reflexiva
(hipdtesis).Es evidente que (x,X) e RUS .
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Demostremos ahora que RuU S es simétrica : Sea(x,y) e RuUS .Entonces se
presentan dos alternativas :

(x,y)eRo0 (x,y)eS

Si consideramos (X, y) € R, como R es simétrica, entonces (y,X) € R y por lo
tanto (y,x) e RUS .

Si consideramos (x,y)e S, como S también es simétrica, (y,x)eS Yy
(y,X) e RUS .

Entonces cualquiera sea la alternativa que tomemos, el resultado es que
(y,X) e RUS . Esto quiere decir que RuU S es simétrica.

Veamos que RuUS es transitiva :

Sea (x,y) e RUS A (y,2) e RUS . Entonces por definicion de union se tiene
((x,y)eR v (X,¥)eS)A ((y,2) e RV (y,2) €S). De esta formula ldgica se
desprende la disyuncion

[(xy)eR v (x,y}eS)A (v,2) eR)]

0

[(%Y)eRV(X,y)eS)A (y,2) eS]

Si consideramos la alternativa ((X,y¥) e R v (X,y) € S)A(Y,2) € R), por la ley
distributiva de la A con respecto a la v, se tiene

((x,y) eRA(Y,2)€R) v ((X,¥) € SA(Y,2) eR).

De donde
(X,2)eR v (X,2) € RoS (por ser R transitiva).
Como
RoS c RUS (segunda hipdtesis),
entonces

(x,2) e RUS v (x,2)e RUS.Osea (x,2) e RUS.
Si consideramos la otra alternativa, esto es,

(xy)eRv (X y)eS)A (y.2) €S,

por la ley distributiva de la A con respecto a la v, se obtiene
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(X, y) eRA(Y,2)€S) v ((X,y)eSA(y,2)eS).

Esto es
(X,2)eSoR v (x,2) €S (2.14).
Como
SoRc RUS (segunda hipotesis),
se tiene que
(x,2) e RUS v (X,2) eRUS;
es decir,

(x,2) e RUS .

Entonces vemos que cualquiera sea la alternativa que se considere el resultado
esque (x,z) e RUS . Asi que RuU S es transitiva .

12. Sean R, S relaciones de equivalenciaen A .
RoS esuna relacién de equivalenciaen A < RoS=SoS

<) ELD
Demostrar : RoS es de equivalenciaen A
Traduccion : Ro Ses reflexiva, simétrica y transitiva
(1) R, Srelaciones de equivalencia en A

P
(2) RoS=SoS P
(B) (X,xX)eR A (X,X)eS,VxeA 1 (reflexiva)
4) (x,x)eRoS 13,2.14
[1,(5)  RoS esreflexiva 4
(6) (x,y)eRoS P
(7) (X,y)eSoS 16,2
(8) 3z((x,2) e S A (z,y) €S) 17,2.14
9) (z,X)eS A (y,2) €9) I 8,1(refl.)
(10) (y,2)eS)A (z,xX) €S Cl9
(12) (y,X)eSoS 110,2.14
(12) (y,X)eRoS 111,2
(13) (X,y)eRoS = (y,X)eRoS CP 6,12
1,(14) RoS essimétrica traduccion
13
(15) (X,y)eRoSA (y,2)eRoS P
(16) (X,y)€SoSA (y,2)eSoS 15,2
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a7 Iw((x,w) e SA (W,y) € S)ATr((y,r) eSA (r,z) e9S) 16

(18) (X,y)eSnA(y,2)eS 117,1(tr.)
(19) (X,2)€SoS 118,2.14
(20) (X,2) eRoS 119, 2
(21) (X,y)eRoSA (y,2)eRoS= (X,2)€RoS CP 15,20
(22) RoS es transitiva traduccion
21
1,(23) RoSesreflexiva, simétrica y transitiva 5,14, 22
1 (24) RoS esunarelacion de equivalencia en A traduccion 23

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que R S es una relacion de equivalencia en A.
Veamos que Ro S es reflexiva:

®)Como R y S son relaciones reflexivas, (x,x)eRYy (X,x)eS, VxeA.
@)Por 2.14, (x,x) e RoS, (s)demostrandose que Ro S es reflexiva.

Veamos ahora que Ro S es simétrica:

6) Sea (X,y) e RoS. #Como RoS=SoS (por hipbtesis), (x,y)eS>S@®)0
sea que existe un z tal que (x,z2)eS y (z,y)eS. ©o)Debido a que S es
reflexiva, se tiene que (y,z)eS)y (z,x)eS (1) o sea (y,X)eSoS.
(12)(13)14)Utilizando nuevamente la hipotesis RoS=SoS, (y,X) e RoS.

Finalmente veamos que Ro S es transitiva :

(15)Supongamos que (X, y) e RoSy (y,z2) e RoS. (16jComo RoS=So S (por
hipotesis), (x,y) € SeSA (y,2) € S-S, @nes decir que existen w, r tales que
(x,W)eSA (wy)eS vy (y,r)eSna (r,z) eS. (18)Como S es transitiva (por
hipdtesis), (X,y)eSa (y,2)€S; (190 sea (X,z) e SoS. (20Debido a que
R o S =S o S (segunda hipotesis), (x,z) e RoS.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que R S es una relacion de equivalencia en A.

Veamos que Ro S es reflexiva:
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Como R y S son relaciones reflexivas, (x,x)eRYy (x,X)eS VvxeA. Por
2.14, (x,X) € RoS, demostrandose que Ro S es reflexiva.

Veamos ahora que Ro S es simétrica:

Sea (X,y)€RoS. Como RoS=SoS (por hipotesis), (x,y)eSoS o0 sea

que existe un z tal que (x,z) €S vy (z,y) € S. Debido a que S es reflexiva, se
tiene que (y,z)€S)y (z,X) €S o sea (y,x) e SoS. Utilizando nuevamente
la hipdtesis RoS=So S, setiene que (y,xX) e RoS.

Finalmente veamos que Ro S es transitiva :
Supongamos que
(X,y)eRoS y (y,2)eRoS.

Como
RoS=SoS (por hipotesis),
entonces
(X,y)€SoS y (y,2) S-S,
es decir
X,W)eSA Wy eSy(y,r)eSA(r,z)eS p.a. w,r
entonces
(x,y) €S A (y,2) €S por S transitiva (hipétesis),

0 sea

(X,2) € SoS.
Debido a que Ro S =S o S (segunda hipotesis), entonces (X,z) e RoS.

13. Sea R unarelacion simétrica y reflexivaen A 'y S, T relacionesen A .
Entonces RcS ARcT = RcSoT.

ELD
Demostrar : R SoT.

(1) R una relacion simétricay reflexivaen A P

(2) S, T relacionesen A P

3) RcSARCT P

4) (x,y)eR P

(5) RcS S3
(6) (x,y)es 4,5
(7) (x,x)eR 1 (refl)
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(8) RcT S2
9) (x,x)eT 7,8
(10) (X, x)eT A (X,y) €S A 9,6
(11) (X,y)eSoT 110,2.14
(12) (X, y)eR= (X,y)€SoT CP 4,11

1 (13) RcSoT. traduccion 12

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar queR = SoT.

@Sea(x,y) e R. (5) 6)Como R < S (tercera hipotesis), (x,y) € S. (7)Debido a
gue R es reflexiva (primera hipétesis), (x,x)eR, ) 9y como RcT,
(x,x) e T. @0)Entonces reordenando tenemos que (x,X) T y (X,y) €S (1)
o0sea (x,y) € SoT ,(12)13) demostrandose que R< SoT.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar queR = SoT. Sea(x,y) eR.

Como R < S (tercera hipotesis), entonces (x,y)eS. Debido a que R es
reflexiva (primera hipotesis), (x,x) e R, ycomo Rc T, entonces(x,x)eT.
Reordenando tenemos que (x,X)eT y (x,y)eS o0 sea (X,y)eSoT,
demostrandose que R< SoT.

2. PARTICIONES

Supongamos que queremos armar un motor de un determinado tipo y tenemos
a nuestra disposicion suficientes partes para armarlo y ain mas tenemos mas
partes de las necesarias (tenemos por ejemplo 3 ciglefales). En el conjunto de
todas estas partes existe una relacion de equivalencia : Dos “partes son
“equivalentes” si para efecto de armar el motor no importa cual tomemos (dos
partes equivalentes tienen una misma referencia de fabrica). La situacion la
podemos ver de otra manera . La coleccion de todas nuestra partes las
distribuimos en montones de partes mutuamente equivalentes . Cada parte ira
en uno y en un solo de estos montones . Al conjunto de todos estos montones
los llamaremos “‘una particion del conjunto de todas las partes™ .
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En esta seccion estableceremos que a cada relacion de equivalencia en un
conjunto le corresponde una Unica particion de dicho conjunto y
reciprocamente que a cada particion de un conjunto le corresponde una Unica
relacion de equivalencia de dicho conjunto . Adn mé&s la relacion de
equivalencia inducida inducida por una particion que fue inducida por una
relacion de equivalencia es esta misma relacion de equivalencia .

El concepto de particion inicialmente se ve independiente del concepto de

relacién de equivalencia . En esta seccion se establece que en el fondo ambos
conceptos son la misma cosa .

5.4 Definicidn : SeaR una relacion de equivalencia en un conjunto A .

Para cada x € A Ilamaremos clase de equivalencia de x
(modulo R) al conjunto [X]  ,

X, = {y e A/yRx]
Caracterizacion de los elementos de [X] ;
yelxlg & yRx

Escribiremos simplemente [x] en caso de que no importe aclarar con que
relacion de equivalencia R estamos trabajando.

5.5 Proposicion : (i) xe[x]
(i) XIg=[ylz < yRX

Demostracion : Ejercicio .

5.6 Definicidn : Sea R una relacion de equivalencia en un conjunto A , al
conjunto A/R de todas las clases de equivalencia que determina R lo

Ilamaremos conjunto cociente de A por R :

AR = {[x] ./ xe A}

5.7 Definicién : Se llama particion de A (A= ¢) atodo conjunto {A}
que

tal

iel

0] Cada A c A
(i) Cada A # ¢
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(i) UA=A

iel

(iv) =] =>ANA=¢
Ejemplo: {{1,2,5},{3,6},{4}} esuna particion de {1, 2, 3, 4,5, 6,} .
5.8 Proposicion : {{x}/ xe A}y {A} son particiones de A .
Demostracion : Ejercicio .

5.9 Teorema : (i) SiR es una relacion de equivalencia en A, entonces A/R
es una particion de A .

(i) Si Pes una particion de A denotamos P, al elemento de P que contiene
ax y definimos una relacion R en A por xRy < P, = P, , R es entonces una

relacion de equivalencia en A .

(iii) Existe una biyeccion entre el conjunto de todas las relaciones de
equivalencia en un conjunto dado y el conjunto de todas las particiones de
dicho conjunto.

Demostracion : (i) Recordemos que A/R = {[x] ./ xe A} .

Por definicion cada [x]; < A .Cada [X] = ¢ porque X e[X]; UA [X]=A
porque UA [XIcA. :
Siye A,Xeentonces yel{y}yporlotanto Ac U [x] .
Si[X]x N[ylg #¢,existe ze[x]; A ZE[y]:E.A
Ahora, ze[x]; A z€ly]lz= ZRx A zZRyY
= XRz A ZRy

= XRy
= [x]r = [yls (5.5(ii)).

(if) En esta parte lo esencial es observar que por la definicion de particion
dada x € A le corresponde un Gnico P, e @ tal que xeP, .Como P =P,

entonces xXRx .

Ahora xRy =P =P, =P, =P, yRx.
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Por (ltimo , xRy A YRz =P, =P, AP, =P,
=P, =P,=>xRz.

(iii) Seaa : { R/ R relacién de equivalencia en A}
— { @/ Pparticion de A} tal que aR = A/R.

a es inyectiva porque si R, # R, existe (x,y) € R, pero (x,y) € R, , Xe[y] g,
pero xg[y], oseaque A/R=A/R,y aR#aR, .

a es sobreyectiva segun se demostro en (i) .

La observacidn sobre la posible apariencia de una relacion de equivalencia
que hicimos alrededor de la figura 48 nos puede ayudar a visualizar la
proposicion 5.9. Proyecte los cuadros que forman a la relacion de equivalencia
R sobre el conjunto A en el cual se ha definido R , esta proyeccion determina

la particion A/R de A. Mas precisamente , A/R = {BlAZ /ze A}, siendo
A ={(x,y)/ xRz v zRy}.

\_—= _5: A
Fig. 50

es una particion de A, J A% es una relacion

iel

Reciprocamente si {A }

iel
de equivalencia de A . Incidentalmente, podemos observar que {Aiz }iel

es una particiéon de R . Esta Gltima observacion nos hace pensar en una
situacion mas general (\VVéase ejercicio 6).

EJERCICIOS 5.2

1.55
2.5.8
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3. Encontrar la particion de R® para cada una de las relaciones del ejercicio

5.1(8).

4. Encontrar la particion de £ para cada una de las relaciones del ejercicio

5.1 (9).

5. Para cada neZ definimos una relacion en Z que llamaremos congruencia
mddulo n por a=b (mdéd n) < a—b es multiploden .

(i) Para cada n la congruencia mddulo n es una elacion de equivalencia en Z
(if) ¢ Cual es la correspondiente particion?

6. Sea f : A — B unafuncién.
(i) Si fes inyectivay {A | una particion de A = { f A.}.., particion
de ?A.

(ii) {B,}._, particionde f A= { f B,},, esuna particion de A .
(i)  Enuncie las anteriores proposiciones hablando de relaciones de
equivalencia en lugar de particiones .

7. Sea R, S relaciones de equivalenciaen A . Si Rc< S sedice que Resun
refinamiento de S .

(i) Rrefinamientode S= vxe A([X]; < [V]s)-
Siendo R un refinamiento de S definimos : S/R = {( [X], [Y] &) / XSy}
(if) Rrefinamientode S = S/R relacion de equivalenciaen A/R.

8. Sean R, S relaciones de equivalenciaen A .
(i) Vxe A [X] RAS — [X] RO [X]s
() 31 definimos 4AF ={xnyize Anye B}
ATRS = (AIRAAISE) - ()
(iif) R U S relacion de equivalenciaen A= VX [X] s = Xl Y [X] s
(1v) R 5 relacion de equivalenciaen 4 = A (R S) = (AR W/ A8
(Siendo AwB={xylxeAnyel (xCyvyCx}

9. Toda funcién induce una relacion de equivalencia en su dominio :
Seaf: A B una funcion . Definimos xRy < fx =fy

(i) Res unarelacion de equivalencia en A.
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A la relacion R asi definida se le llama la relacion de equivalencia inducida
por f y a la particion correspondiente se le Ilama la particion inducida por R .

Asi por ejemplo, {{x,-x}/ x € R} es la particion inducida por fx=x>.

(¢ Cuél es la particion inducida por la funcion seno?)

Fig. 51 Laparticidn de A inducida por f

Reciprocamente, toda relacion de equivalencia induce una funcion . Sea R una
relacion de equivalenciaen Ay cx = [x],. ¢ : A —A/R es una funcion
Ilamada la funcion candnica de A en A/R que es sobreyectiva .

Sea R la relacion de equivalencia inducida por f : A > B, definimos
s[x] = fx  paracada[x]€A/R .
(i) s: AR ?A es una biyeccion .

Si ahora definimos ty =y paracaday e ?A, se tiene que

(i) f =tosocC

O sea que toda funcion es la composicion de tres funciones que son
respectivamente sobreyectiva, biyectiva e inyectiva . A esto se le llama
descomposicion canonica de f . ;

A
fo w i
AE. Fd
Fig. 52

A
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10. Demostrar o refutar : Si dos funciones inducen una misma relacién
de equivalencia entonces son iguales.

ACTIVIDAD PRACTICA — PROCESO IMITATIVO

1. (i) xe[X] ELD
Demostrar xe[x]
Traduccion : xRx
(1) Resrelacion de equivalenciaen A P

(2) Resreflexiva 1
(3) xRx traduccion 2
1(4) xe[x] 13,54

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que xe[X].

1)(2)@3)Debido a que R es relacion de equivalencia en A , en particular R es
reflexiva, esto es xRx. 4)O sea xe[x] (5.4).

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que xe[Xx].

Debido a que R es relacién de equivalencia en A, en particular R es reflexiva,
esto es xRx. O sea xe[x] (5.4).

(i) [XJe=D1: < xRy

=) ELD
Demostrar [x];=[y]ls & YRX
(1) X = ¥l P
0) xe[x] q (i)
) xelyl « 11,2
4) xRy 1 3,5.4
JOB)Xlz=Iyvlzs =xRy CP14
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Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que [x];=[y]lx < YR X enel sentido =).

@) Supongamos que [X]; = [yl . (2) Por (i), proposicion anterior, xe[x] , 3)y
por lo tanto xe[y] ; @ @G0 seax Ry (5.4).

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que [x],=[y]; < YR x enelsentido =).

Supongamos que [x] ;= [y]x . Por (i), proposicion anterior, xe[X] , y por lo
tanto xe[y] ; oseax Ry (5.4).

<) ELD
Demostrar [x], = [y]
Traduccion : ze[x] , < zely] ;

(1) Resrelacion de equivalenciaen A P

@) xRy P
©) ze[x] P
(4) ZRX 13,5.4
(5) ZRXAXRY A42
(6) ZRy 1, 4R tr)
(7) zelyl, 16,54
1,(8) ze[x], = zelyl, CP 2,6
(9) zelyl g P
(10) ZRy 1954
(11) yR X I 1,2(R simét.)
(12) ZRYyAYyRX A 10,11
(13) ZR X 112,1(Rtr.)
(14) ze[x] 4 113,5.4
1, (15) zelylx = z€[x]& CP 9,14
(16) ze[x]r < zelyl & LB 8,15
0@A7) X1x=1Ivls traduccion 16
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Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar [x] ;= [yl < YR X enelsentido <)

Demostraremos que [X],=[y]; teniendo como hipodtesis xRy .

3)Sea ze[x] ;. @Entonces z R x (5.4). 5)6)Como xRy (hipotesis), z Ry
debido a que R es transitiva (primera hipotesis). (70 sea ze[y] ; (5.4). (8)Por
lo tanto se tiene la implicacion

ze[x]z = zelylz. (1)
(9)Sea ahora ze[y] ;. (10)Entonces z Ry (5.4). (11)(12)@12)Por hipotesis XRy y

como R es simétrica (primera hipotesis) entonces y R xy z R X, por ser R
transitiva. (14)Entonces z€[X] , (5.4). (15)Por lo tanto se cumple la implicacion

zelylz = zelxl . (1)

@e)De (1) y (1) setiene ze[x] ;< zely]l; an osea[x],= [yl

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar [x],=[y]ls < YR X enelsentido <)
Demostraremos que [x],=[y]; teniendo como hipotesis xRy .

Sea ze[x] . Entonces z R x (5.4). Como xRy (hipotesis), z Ry debido a que
R es transitiva (primera hipotesis). O sea ze[y] ; (5.4). Por lo tanto se tiene la
implicacion

ze[x]z = zelylg- (1)
Sea ahora zely],. Entonces z Ry (5.4). Por hipdtesis x Ry y como R es

simétrica (primera hipoétesis) entonces y R x y z R X, por ser R transitiva.
Entonces ze[x] ; (5.4). Por lo tanto se cumple la implicacion

zelyly = ze[x]; - (1)
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De (1)y(1l')setiene ze[X] < ze[yl, osea[x];=[ylx.

2. Existe una biyeccién entre el conjunto de todas las relaciones de
equivalencia en un conjunto dado y el conjunto de todas las particiones de
dicho conjunto.

Conqunto de particiones de 4 «——  Conjunto de relaciones de equivalencia
en A
Iz} fxe A} R=lizx)l zed}=24,

{4} R={(z))/ x,ye A} = A*

Entonces las relaciones de equivalencia correspondientes a 5.8 son A, y A”.

3. Encontrar la particion de R? para cada una de las relaciones del ejercicio
5.1 (8).
(@) R={((a,b),(c,d))/c—d=d-b} R esunarelacion de equivalencia.

[(a,b)]1={ (x,y)/ ((x.y).(ab))eR} [ 0]
[(0,0)1={(xY)/ (x¥).(0.0) eR} ; {X;x
={(%y)/0-x=0~-y}
={(xY)/y=x} :

[(1’2)]:{(X!y)/1_X:2_y}
={xy)y=x+1}

[ta bl

[@b)]={(xy)/x-a=y-b}
={(xy)/y=x-a+b}
= La recta que pasa por el
punto (a,b) y paralela a
larectay = x
(la diagonal).
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Cada recta es una clase de equivalencia o un elemento de la particién.

Se puede ver que
Ul@b], = r%.

a,beR

R?/ R = el conjunto de clases de equivalencias o sea el conjunto de rectas del
Plano paralelas a la diagonal, larectay = x.

= particion de R”.

3(b) R={((ab)(c.d))/ a®+b? =c?+d?.
R es una relacion de equivalencia.
[(@b)]={(x y)/x*+y*=a®+b* }

Ejemplo : la clase del (0,0),
[(0.0)]={(x.y)/x*+y*=0 } -
={(0,0)}

[@O)]={(xy)/x*+y*=1}

= C(0; 1) (Circunferencia de
ce(ntro ¢)al(origen yradioly /‘\EL 0
pasa por el punto (1, 0)). 7
= [(-10)] k
=[(0,-D]
=[(0.D]

[(L1)], la clase de equivalencia de

(L1), es la circunferencia de centro ! (1)
el origen, de radio V2 y que pasa LV
por el punto (1,1). \

[AD]={xy)/x*+y*=2}
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[(a,b)], = La circunferencia de
centro el origen , de radio va® +b?
y que pasa por el punto (a,b).
R?R={[(ab)];/abeR }

R?/R es el conjunto de
circunferencias de centro el origen,

radio va®+b?* y que pasa por el

punto (a,b).
Ul@b).= R’

a,beR

3¢) R={((ab),(c,d))/[a| +|o =|c| +|d| |
[0, = {xy)/ X +[y=lo]+ 0}

= {ooy)/ N + |y =0}
= {(0,0)}

2ty x=0"y=0
—x+y x<0Ay=0
| x|+ = 9-x-y z<0ry<0
-y x=0rp<0

[(WD]= {6 y)/ X +]y] =1+1}
= {0/ X+ ]y =2}
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—xty=|a|t|b] xty =|a|f|&]
[(a 5]

—z-y=|a|+]|] -y = la|t]E]

RR

R?’R={[(ab)];/abeR }
= el conjunto de particiones
de R’

Ul@b)l,= Rr?

a,beR

R R esuna particién de &2

4. Encontrar la particion de £ para cada una de las relaciones del ejercicio 5.1
(9).

£ ={rectasen el plano }.//,// UL relaciones de equivalenciaen £ .

Sea leL. [I], ={XeLIX IIl}.
£/, esuna particion del plano
R? .

=0, e £

i

£/ ,., esuna particion del plano R*>. £/, = ([, /e £}
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0], =XeLIXNNull}. !

M/l = M/IIIvM_LI
= M//ULl
Z1ll = Z1lv 2/l

= ZLU//| ¥ Qégggggrs
N T
LY

= Z/lull

5. Para cada neZ definimos una relacion en Z que Ilamaremos
congruencia modulo n pora=b (méd n) < a—b es multiplo de n .

(i) Para cada n la congruencia médulo n es una relacion de equivalencia en Z

[X]R:{yEA/yRX}

[X]. ={yeZly=x }

ye[x]. < y=x(modn)
oy-x=knpa keZ

=, es reflexiva :

X=x(modn)< x—x=0n

= essimétrica .

Xx=y(modn)= x-y=knp.a keZzZ
= y—-x=(knpa-kez
= y= x(mod n)

=_ es transitiva?

ELD
Demostrar x= y(modn) A y= z(mod n) = x= z(mod n)

1) x=y(modn) A y=z(modn) P
(2) X—y=knpa keZay-z=k'npa. k'eZ 1
3) y = x-kn 2
4) y—-z=k'n S2
(5) (x—kn) —z = k'n 13,4
(6) x—2z =(k+ k')n 5
(7) qg=k+ k' P
(8) X—z =qgn geZ 16,7
9) x=z(modn) 8
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(10) x= y(mod n) A y= z(mod n) = x= z(mod n) CP1)9
(11) La congruencia madulo n es transitiva trad. 10

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que la congruencia modulo n es transitiva. (1)Supongamos
que x=y(modn) y y=z(modn). 2)Entonces

x-y=kn pakez (1)
y-z=k'n pa k'ez (2

3)De (1) y = x—kn 4)5) y reemplazando este valor paray en (2), se tiene
(x—kn) —z = k'n. ()De donde

x—z = (k+ k')n 3)

(nHaciendo q =k+ k' (8) y reemplazando en (3) se obtienex—z =qgn con
geZ.9Esdecir x=z(modn), (0)a1)lo que queriamos demostrar.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que la congruencia modulo n es transitiva. Supongamos
que x=y(modn) y y=z(modn) . Entonces

x-y=kn pakez (1)
y—-z=k'n pa k'ez (2

De (1) y = x—kn y reemplazando este valor paray en (2), tenemos que
(x—kn) —z = k'n. De donde

x—2z =(k+ k')n (3)

Haciendo q =k+ k' y reemplazando en (3) se obtienex—z =qn con qeZ.
Es decir x=z(modn), lo que queriamos demaostrar.

(ii) ¢ Cuél es la correspondiente particion de Z ?

Para n=2
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[0]={yeZl/y-0=k2,keZ}={...-6,-4,-2,0,2,4,6,-8,... }
[1]={yezZly-1=2k, keZ}

{yezZly=2k+1, keZ}
={...-7,-5,-3,-1,1,3,5,7,9... }

Z/=,={[0], [1]} es la particionde Z. [0]Ju[1]=Z

Paran=3

[0]={yeZ/y-0=3k,keZ'={yeZly=3k, keZ}
={..-9,-6,-3,0,3,6,9,12,...}

[I]={yeZ/y-1=3k, keZ}={yeZ/y =3k+l, keZ}
={...-11,-8,-5,-2,1,4,7,10,13, ..

[2]={yezly-2=3k,kezZ}={yezZly =3k+2, keZ}
={...-10,-7,-4,-1,2,5 8,11, 14, ...}

[O]Ul]U2]=2

Z I=4={[0], [1], [2]}

Para n=4

[0]={yeZl/y-0=4k,keZ}={yeZly=4k, keZ}
={...-12,-8,-4,0,4, 8,12,16, ... }

[1]={yeZly-1=4k,keZ}={yeZly =4k+1,keZ}
={...-11,-7,-3,1,5, 9,13,17,... }

[2]={yeZly-2=4k,keZ}={yeZly =4k+2, keZ}
={...-10,-6,-2,2,6, 10,14, 18, ... }

[Bl={yezZly-3=4k,keZ}={yeZly =4k+3, keZ}
={...-9,-5-1,3,7, 11,15,19, ... }
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O] v l]v[2]vI3]=2

2
3

el el

En general:
Zl=,={[0], [1]. [2], ..., [n-1]}
Se acostumbra la notacion de Z, por Z/=, .

6 (i). Sea f : A — B unafuncion .

fes inyectivay {A }

iel

ELD

, 16, 20,
, 17, 21,
4,18, 22,
5,19, 23,

24, ...
25,...
26, ...
27, ...

una particion de A = { f A.}.., particion de fA

Demostrar { f A,;},_, particionde f A.

Traduccion: (i) fA.c fA (ii)U fA=fA

(i) fA, =g
1)
(2)

f es inyectiva
{A},_, una particion de A

6(i) ELD,

Demostrar ?Aig ?A

Traduccion : ye ?Ai = Ye ?A
(1) fesinyectiva

(2) {A}._, unaparticion de A
3) ye f A,

4 xeA:y=1Hi&
() AcA

(6) xeA

iel

(V) i=j= AN TA =g

P
P
P
13,3.15

2
14,5

U T
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) ye f A 6,4,3.15
8 yefA = ye fA CP37
1(9) ?Aig ?A traduccion 8

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que ? A.c ? A.

(3)Sea ye ?Ai . (4) Entonces existex € A tal quey = fx (3.15). (5) Como
A < A debido a que {A |, una particion de A, (6)x € A.(7)@)@©)Entonces
ye f A (3.15).

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que f A c fA

Sea ye ?Ai . Entonces existe x € A tal quey = fx (3.15). Como A c A

debido a que {A }.  una particion de A, x € A. Entonces ye f A (3.15).

iel

6(i) ELD,
Demostrar f A, #
(1) fesinyectiva P
(2) {A}._, unaparticion de A P
@) A =g 2
@) IxeA 1 3,1.6(ii)
5) y=fxefA 14,3.15
) fA %4 14,5

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que ? A #g.
B)A, # ¢ debido a que {A,} una particion de A . (4) Esto quiere decir que

iel

existe xe A G)Y Y= er?A (6)0 Sea ?Ai¢¢.
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Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que f A, #¢.A, #¢ debido aque {A |_ una particion de

A . Esto quiere decir que existe xe A y y= fxe?Ai 0 sea ?Ai Z¢.

6(i) ELD,
Demostrar: iLEJI ?Ai:?A
Traduccion : ye U ?Ai<:> ye?A
(1) fesinyectiva N P
(2 {A}._ unaparticion de A P
@3) yeU fA, p
4) ye fA paicl 13,4.1
(5) fACfA 0
(6) ye f A 14,5
() yeU fA=yefA CP36
) ye f A p
) A=UA 2
(10) ye ?iLEJI A 15,6
(11) ?g A=U fA 4.7(ii)
(12) yeiLGJI?A 18,9
0, (13) yefA= yeiLeJl?A CP 8,12
(14) yeU fA o yefA LB 7,13

7 @15 UfA=fA

iel

traduccion 14
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Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que U fA,=f A.

iel

@®Seaye U ?Ai .(4) Entonces ye ?Ai para algin i eI (4.1). (5) Hemos

iel

demostrado que ? A c ? A, )entoncesye f A . (7)Por lo tanto se tiene la
implicacion
yeU fA = yefA. (1)

iel

(8)Sea ahoraye ?A .(9Como A=U A (@0entonces y ?U A . (11)Debido a

iel iel

que f UA =U f A,ayel f A . 13)Entonces se cumple la implicacion
iel iel

iel

yefA= yeUfA. (I)

@a4)De (1) y (1l se tiene la equivalenciaye U ?Ai<:> ye ?A (15) 0 sea

iel
UfA=fA.

iel

Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que U ? A= ? A.

iel

Seaye U ?Ai . Entonces ye ?Ai para algun i e | (4.1). Hemos demostrado

iel

que f A, f A, entoncesye f A. Por lo tanto se tiene la implicacion

yeU fA = yefA. (1)

iel

Sea ahoraye fA.Como A= U A entonces y e ?U A, . Debido a que

iel iel

f UA =U f A,yeU f A . Entonces se cumple la implicacion
iel iel

iel

yefA= yeUfA. (I)
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De (1)y(1l)setiene ye U ?Ai<:> ye?A osea U ?Ai:?A.

iel iel

6(i) ELD,
Demostrar i # | = ?Aim ?Aj:¢

(1) fesinyectiva P
(2) {A}._, unaparticion de A P
B) ANnA =¢ parai= ] 2
@) (A mAj)z?/\rﬁAj 11,3.22
5) TANTA = fg 13.4
6 fo=9 Ejercicio 3.3 (2(i))
(1) fTANTA =¢ parai=] 15,6

S @) izj=fANTA =9 CP 3,7

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que i# j = ?Aim ?Aj =9 .

(2) @)Debido a que {A}_ una particion de A, A NA =¢ parai=j.
(4)Puesto que ?(Ai NA)= ?Ai N ? A (3.22), () ?¢ = ? AN ? A; . (e)Por
Ejercicio 3.3 (2(i)), ?(ﬁ =¢ (7)(@®)y entonces ?Ai Af A =¢ parai=j.
Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos ademostrarque i=j= fA N fA =¢.

Debido a que {A} una particionde A, A A, =¢ parai= j.Puestoque

iel

F(ANA)=TANTA (322), f¢=TANTA . PorEjercicio 3.3 (2(i)),

?¢=¢ y entonces ?Aim?Aj = ¢ parai#].

Para la parte (ii) se requiere demostrar primero la proposicion :
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(B}, particionde f A= f f Ac A

ELD

Demostrar: ? ? AcA

Traduccion : x e ??ADXEA

(1) {B,)., particiénde f A P
@) xeffA P
3) UB, =fA 1
iel
(4) fUB =ffA 3
iel
©) fUB =UTB, 4.7 (iv)
iel iel
©6) UfB =ffA 14,5
iel
) xeu?a 12,6
iel
(8) X e ? B, paiel 7
©) fxeB, 18,3.15
(10) fxefA 9,1
(11) xe A 110,3.15
(12) xeffA=xeA CcP 2,11
1(13) ? ? Ac traduccion 12

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que f f Ac A.

@Sea xe f fA. 3 Como{B | es una particion de fA entonces

U B, —fA(4) y fUB REN (5)Debido a que fUB —UfB(47(|v))

iel iel iel
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(G)U?Bi :??A (7 y por lo tanto XEU?Bi, @lo cual implica que

iel iel
X e ? B,paraalgin i1 (9)osea fx € B,(3.15).

(10)Como {B,}., es una particion de fA, xefA 1)y xeA(3.15),

iel

(12cumpliéndose la implicacion xe f f A= xe A @3)osea ffAcCA.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que f f Ac A.

Sea x< f f A.Como{B,}_, esunaparticiénde f A entonces UB, = f A
iel
y fUB =f f A. Debidoaque f UB, =UfB (47(v)), UTB =f fA y
iel iel iel iel
por lo tanto x € U ? B;, lo cual implicaque x e ? B, paraalgin il osea

iel

fx € B, (3.15). Como {B,},

., €suna particion de ?A, fxefA y xeA

(3.15), cumpliéndose la implicacion x € ??A: X e A 0sea ?? AcCA.

6 (ii). Sea f : A > B una funcion .

{B,}._, esunaparticionde f A= { f B,},, esuna particion de A.

iel
ELD

Demostrar : { f B, },_, esuna particion de A .

iel

Traduccion: (i) fB,c A (i) fB, #¢
(i) UTB =A (iv) TBnTB =g
iel

(1) {B,}., particién de f A P
ELD,
Demostrar : ?Bi c A
(1) {B,}, particién de f A P
@ UB =fA 1

iel
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3 BcfA 2

@4 fBcffA I 3, Ejercicio 3.3(3(ii))

G) ffACA p
76 fBcA 45

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que f B, < A.

(1) (2)(®Debido a que {B; },

iel

es una particion de fA , UB; = ? A yporlo
iel

tanto B, — ? A .(4)Esto implica que ? B, < ? A por Ejercicio 3.3 (3(ii)).
Bi

-1 =h

(5)Se demostro que f f A< A (e)por lo tanto c A.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que f B, c A.

es una particion de f A, UB, =f A y por lo tanto

iel

Debido a que {B,}.,

B, g?A. Esto implica que ?Bi g??A por Ejercicio 3.3 (3(ii)). Se

demostro que ??Ag A por lo tanto ? B, c A.

ELD,
Demostrar : ?Bi =@
(1) {B,}, particién de f A P
(2) B =g 1
3) yeB,:y=1& 12,1.6(ii),1
(4) xefB, 13,3.15
16 B =g | 4,1.6(i)

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que f B, = ¢.
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(1)Puesto que {B. } es una particion de ?A , 2B, # ¢, 3)lo cual implica

1)iel

que existe uny € B; tal que y = fx; 4)de donde x ? B, (3.15) (5) 0 sea

¥ B, #¢.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que f B, #¢.

Puesto que {B, }._, es una particion de fA , B; # ¢, lo cual implica que existe

uny € B, tal que y = fx ; de donde XE?Bi(3.l5) 0 sea ?Bi “Q.

ELD,

Demostrar: U f B,=A

iel

Q) (B}, partlcmn de f A P
@ UB=fA '
iel
(3) ? U = f ? A 2
@ ¢ UB =U F B, 4.7(iv)
iel iel
G UfB=ffA 13.4
iel
6 TiAca g
(1) AcTfA Ejercicio 3.3(6(i))
8 ffA=A 6.7
79 UTB=A 15,8

iel
Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que U f B, = A.

iel

()Por ser {B,}._, particion de f A(z)U B, = fA @)Yy fUB =ffA. @)

iel

Como ?UBi =U ¥ B, (5) entonces U ¥ B, ~TfA.

iel iel iel
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® (7) 8 ©  Como ??Az A ( se demostrd ??Ag A y por Ejercicio
3.3(6(1)), Ac ??A), entonces U f B, =A.

iel

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que U ? B, =A.
iel
Por ser {B,} , particion de fA , UB,=fA y fUB, = fA.Como

iel ie

?UBi:U?Bi, (5)entonces U?Biz??A. Como ffA=A ( se

iel iel iel

demostro ??Ag A y por Ejercicio 3.3(6(1)) Ac ??A), entonces
UTB =A.
: ELD,
Demostrar i # j = ?Bim ?Bj:;é

(1) {B,}, particiénde f A P

(2) B NB;=¢ parai= ] 1

(3) f(BnB)=1BATB, 3.19(iv)

(4) fT4=1BANTB 12.3

G fo=g Ejercicio 3.3 (2(ii))

6) TB,NTB=¢ parai= | 14,5

1 (7) iijz?Bim?Bj:¢ traduccion 6

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que i# j = ?Bim ?Bj=¢.
(1)Como {Bi }iel particion de ?A , ()entonces B, "B, =¢ parai# j. (3)4)
Debido a que ?(Bi NB;)= ¥ B, M f B, (3.19(iv)), ?(/5 _ B, N ¥ B,. (5)Pero

?¢: ¢ (Ejercio3.3(2(ii)))6)(7)Luego ? B, N ? Bi=¢ parai=j.

UNIVERSIDAD DE LA AMAZONIA FLORENCIA CQUETA COLOMBIA



Equivalencia 409

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que i# j = ?Bim ?szgb.
Como {B, }._, particion de f A, entonces B, "B, =¢ parai= j. Debidoa
que T(B,nB)=TB B, (319(v)), f¢=FBATB, . Perofg=gp

(Ejercicio 3.3(2(ii))) Luego ? B, N ? B,=¢ parai= ]

7. Sea R, S relaciones de equivalencia en A . Si R< S se dice que R es un
refinamiento de S .

(i) Rrefinamientode S = vxe A([X]; < [X]s) .-

ELD
Demostrar: Wxe A([x], < [X];)

Traduccion: ye[X], = yelX]s

(1) R, S relaciones de equivalencia en A P

(2) R refinamiento de S P

) yelx, P

4) yRX 13,5.4

(5) (y,x)eR 4

(6) RcS 2

(7) (v, x)eS 5,6

(8) ySx traduccion 7

9) yelx]s 18,5.4

(10) yelxlg = velXls CP 39
7(11) X1, <X traduccion 10

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que Vxe A([x]; < [X]s) -

3) Seay €[x] ;. 4) Entonces yRx (5.4). (5) Es decir (y, X)eR . (6) (7) Como
R < S debido a que R es un refinamiento de S, (y, X) € S (8) esto es ySx (9)
@aoya1o sea y €[x]s.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que  Vxe A([x]; < [X]s) -
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Seay €[x] ; . Entonces yRx (5.4). Es decir (y, x)eR . Como R< S debido a
que R es un refinamiento de S, (y, X)eS estoesySxosea y €[X].

7. Sea R, S relaciones de equivalenciaen A . Si Rc< S se dice que R es un
refinamiento de S .

Siendo R un refinamiento de S definimos : S/R = {( [X], [Y]:) / XSy}

(if) R refinamiento de S = S/R relacion de equivalenciaen A/R.

ELD
Demostrar: S/R relacion de equivalenciaen A/R
Traduccién : S/IR reflexiva (2) S/R simétrica (3) S/R transitiva

(1) R, S relaciones de equivalenciaen A P

(2) R refinamiento de S P

(3) xSx vxe A 1 (S reflex.)

(4) (XIs.[xIg)e SR 2,3
1, (5) S/R esreflexiva 4

(6) (XIr. Ylr) e SIR P

(7) xSy 6

(8) ySx 1 7,1(S simét.)

(9) (VIr. [X]z) e SIR 8

(10) (s, lg)e SIR = (Iyls, [XIr)e SR CP 6,9
1,(11) S/R essimétrica traduccion 10

(12) (XIr: Ylr) e SIR A(Iylg. [2]r) € SR P

(13) XSy A ySz 12

(14) xSz 113,1(Str.)

(15) (Xl¢. [2e)e SR 14

(16) (Xl . Y] e )€ SR A (V5. [2]5)e SIR=> ([X] . [2] ¢ )e SR CP 12,15
1,(17) SIR es transitiva traduccion 16
71(18) S/R esrelacion de equivalencia 511,17

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que S/R es relacidn de equivalenciaen A/R .

(3)xSx Vx € A debido a que S es de equivalencia, en particular es reflexiva .
@Como R es un refinamiento de S, ([x] ;, [X] ;)€ S/R . (5)Pero esto quiere
decir que S/R es reflexiva .
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@)Ahora sea ([X] ;, [Y]1r) e S/R . (nPero esto quiere decir que xSy . (8)Como S
es simétrica ySx (9)y esto significa que ([y];, [X]z)e S/R (10)11)0 sea que
S/R es simétrica. Finalmente probaremos que S/R es transitiva.

(12)Sea ([X]z, [ylz) e SIR A ([Ylg. [2]:) e SIR.

(13) Entonces xSy A ySz. (14)Como S es transitiva xSz (15)pero esto significa que
(X1 s, [2] s ) e S/IR . (16) @7)@8)Por lo tanto S/R es transitiva.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
VVamos a demostrar que S/R es relacion de equivalenciaen A/R .

xSx Vx e A debido a que S es de equivalencia, en particular es reflexiva.
Como Res un refinamiento de S, ([x] ;, [X] ;)€ S/R . Pero esto quiere decir
que S/R es reflexiva .

Ahora sea ([X] s, [Y1r)e S/R . Pero esto quiere decir que xSy . Como S es
simétrica ySx y esto significa que ([y]l;, [X]z)e S/R o0 sea que S/R es
simétrica.

Finalmente probaremos que S/R es transitiva.

Sea
(X, V1r)e SIR A([ylg, [2]r) e SIR.
Entonces
XSy A ySz.
Como S es transitiva,
XSz ;

pero esto significa que
(XIs. [2r)e SR.

Por lo tanto S/R es transitiva.

8. Sean R, S relaciones de equivalenciaen A .

(i) vxe A [X]ps = [X]e N X
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ELD

Demostrar: Vxe A [X]x-s=[XIz N [X]s
Traduccion: ye[X]zs < YelX]Iz NI[X]ls

(1) R, S relaciones de equivalencia en A P
ye[X]g.s & YRNSX 54
< (Y,X) eRMS
< (Y, X)eRA(Y,X) €S 1.11(1)
< yelx]lz Aye [X] 5.4
< yelx]z N [X]s 1.11(i)

9. Toda funcién induce una relacion de equivalencia en su dominio :
Seaf: A B una funcion . Definimos xRy < fx =fy
(i) R esunarelacién de equivalencia en A.

ELD

Demostrar: R relacion de equivalenciaen A
Traduccion : R es reflexiva, simétrica y transitiva

(1) f: A —Bunafuncién P
(2) xRy & fx=1y P
(3) xRx ¥xe A xly 2
1, (4) R esreflexiva 3
(5) XRy P
(6) fx =1y 5,2
(7) fy = fx 6
(8) YRX 2,7
(9) xRy = yRx CP 5,8
1, (10) R essimétrica traduccion 8
(11) XRy AyRz P
(12) fx=1fyA fy=1 11,2
(13) fx =1z 12
(14) XRz 13,2
(15) xRyAyRz = xRz CP 11,14
1,(16) R es transitiva traduccion 15
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(17) R esreflexiva, simétrica y transitiva 4,10,16
1 (18) R esrelacion de equivalencia 17

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD
VVamos a demostrar que R es una relacion de equivalencia en A.

(1) 2)@3) 4)Debido a que fx = fx, XxRx Vx e A. Es decir R es reflexiva.
(5)Sea xRy . (6)Entonces fx = fy, por definicion de R . (7) De donde fy = fx
@)y YRX. (9)(10)Asi que R es simétrica .

(11)Supongamos ahora que XRy y YRz . (12)Entonces fx = fy y fy = fz (por
definicion de R); (13)de donde fx = z (14) 0 sea xRz . (15)(16) Por lo tanto R es
transitiva.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
VVamos a demostrar que R es una relacion de equivalencia en A.

Debido a que fx =fx, entonces xRx ¥x e A. Esto quiere decir que R es
reflexiva.

Sea xRy . Entonces fx = fy, por definicion de R. De donde fy =fx y yRx.

Asi que R es simétrica .

Supongamos ahora que xRy y YRz . Entonces fx =1y yfy =1z (por
definicion de R); de donde fx =1z o sea xRz . Por lo tanto R es transitiva.

(i) ELD
Demostrar: s: AR — ?A es una biyeccion

Traduccidn : s es inyectiva y sobreyectiva
(1) R relacion de equivalencia inducidapor f:A+—B P
(2) s[x]=fx paracada s[x]eA/R P

©) s[x]=s[x,] P

4) x, =1, 2,3

(5) X, RX, 1,4

(6) [x.]=1[x,] I'5, 5.5(ii)
(1) s[xi]=s[x,] = [x]=1[x,] CP 3,6
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1, (8) sesinyectiva I 7,3.21(i)
) yefA p
(10) IxeA:y= 1 19,3.15
(12) s[x] =y 12,10
(12) VyefA3[eAR:y=s[x] 9,11

1, (13) sessobreyectiva traduccion 12
(14) sesinyectivay sobreyectiva A 8,13

1 (15) ses biyectiva traduccion 14

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que s : A/R +— f A es una biyeccién .

3)Supongamos que s[x,] = s[X,] . @ Por definicion de s, fx, =fx,. GPor
definicion de R, x,Rx,, (6)pero esto significa que [x,] = [x,] (5.5(ii)).
(mEntonces se tiene la implicacion

sExI=s[x.]1 = [x]1=[x,1,
(8)que quiere decir que s es inyectiva.
(9)Sea y e ? A. (10)Entonces existe xe A:y = fx(3.15). (11) Esto es s[x] =y
(Definicion de s). (12)Asi que paratodo y e A existe [X]eAR 1y =5[x].
(13)Por lo tanto s es sobreyectiva.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que s : A/R +— f A es una biyeccion .
Supongamos que s[ x,] = s[x,] . Por definicion de s, fx, = fx,. Por definicion
de R, x,RXx,, pero esto significa que [ x,] = [x,] (5.5(ii)). Entonces se tiene la

implicacion

sx ] =s[x,] = [x]=1[x],
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que quiere decir que s es inyectiva.
Sea ye ?A. Entonces existe xe A:y= (3.15). Esto es s[x] =

(Definicion de s). Asi que para todo y e f A existe [x]€A/R :y = s[x]. Por lo
tanto s es sobreyectiva.

9 (i), f=tesec

A —— 4R
I—>[x]—>y fx%\ y

ELD
Demostrar: f =tosoc

Traduccion: f(X)=(tosoc)(X) VxeA

(1) f:AP—B AXRy & fx=1y P
(2) c: A AR cx=[X]; P
(3)3:A/R»—>?A:s[x]:fx P
(4) (tosoc)(x) = (tos)(cx) P
= (tes)(Ix]) 2
= t(s[x])
= t(fx) 3
= fx Def. t
1(5) f =tosoc 143.4
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