CAPITULO IV

FAMILIAS

En teoria intuitiva de conjuntos se dice que una familia es un conjunto
cuyos elementos también son conjuntos. Se habla de una familia (A),

cuando se tiene un conjunto | que se Ilama conjunto de indices y a cada
elemento i e 1 se le asigna un conjunto A,. Como en nuestra teoria todos los

objetos son conjuntos, se tiene simplemente que una familia es una funcién
A: 1—B, siendo | y B conjuntos cualesquiera.

Claramente aqui no hay nada nuevo. Cualquier funcion es una familia. Por
otra parte la terminologia y notacién que estamos introduciendo es muy usada
en matematica y nos permite generalizar mejor ideas anteriores.

A una familia A : 1—-B la notaremos (A),, Yy al conjunto de valores de

esta funcion lo notaremos {A }
llama indices.

o {A/iel}. Aloselementos de I se les

iel

Ejemplos : (1) El lector seguramente esta familiarizado con un tipo muy
importante de familias : las sucesiones (infinitas) que son aquellas familias
cuyo conjunto de indices es el conjunto N. Como, (1, 3,5,..., =,... ).
Una sucesion (X,),.y Se escribe tambien (X;,X,, X3, . . ., X,, . .. ). Otra
sucesion es la sucesion constante (1, 1, 1, ..., 1,...) que no se debe
confundir con el conjunto de valores de la sucesion que es simplemente {1} .

(2) También podemos hablar de sucesiones finitas o sea las que tienen
como conjunto de indices a un conjunto finito de la forma {1,2,...,n } ylas
cuales notaremos (x;, X, , X5, . . ., X, ). Aqui se presenta una doble asignacion
de significado a un mismo simbolo. Por ejemplo (5, 6) que hasta este

momento ha sido una abreviacion para {{5},{5,6}} es ahora también la
funcion

f:{1,2}— N siendo f {(1,5), (2, 6)} = {{{1}, {1,5}},{{2}, {2,6}} 1.

Esta situacidn no nos traera mayores problemas ( Véase : Ejercicio 4.1 (1) ).
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(3) Considere la familia ( [-X, X] ) .., 0 sea la funcion A: R— @R tal que
A : x—[-X, X] . La notacion, como (X,,X,, Xz, . . ., X,, . . . ) que

introdujimos para las sucesiones no tiene paralelo aqui. Esto se debe a que el
conjunto de indices R no es contable.

xeR

(4) Cualquier conjunto A se puede visualizar como una familia.
Simplemente se toma la correspondiente funcion de identidad.

En la practica al discutir las diferentes ideas de este capitulo, se tiene en mente

familias como las del ejemplo (3) o sea “familias de conjuntos”, en el sentido
intuitivo de la palabra.

1. GENERALIZACION DE LA INTERSECCION
Y DE LA UNION

4.1 Definicion = (i) (] A ={x/xe Aparatodo Ac 4 }
(i) |J A ={x/xe Aparatodo Ac A},
Conjuntos que llamaremos respectivamente la interseccion y la unién de 4.

Caracterizacion de los elementos de la interseccion

Xeﬂ _/'Zl<:> XeAVAeﬂ

Caracterizacion de los elementos de la union
xe|J A < xeA paraalginAe 4

Ejemplos: (1) (] {{1,2,3},{2,3},{1,2,3,4,6}} = {2,3}.
(2) U {{1,2,3},{2,3},{1,2,3,4,6}} ={1,2,3,4,6}.
3 () 1,2}, {23}, {3,411 = ¢
@ () ({45} {41, 21= ¢
(5) U {{4,5}, {4}, 2} ={0,1,4,5}.  (Véase 3.7)
En las anteriores definiciones, _4 es un conjunto cualquiera. Hemos escrito

A en lugar de por ejemplo A, para hacer énfasis en el hecho de que estas
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definiciones se usan en la practica para “conjuntos de conjuntos” en el sentido
intuitivo ( 0 sea para familias ).

4.2 Proposicion : (i) N{A,B}=AnB (i) U{A,B} =AUB

Demostracion (i) : ELD
Demostrar N{A,B}=AnNB
Traduccion: xe(1{A,B} < xeAnB

xeN{A B} xeAaxeB 4.1()
< xeAnB 1.11(i)

Demostracion (ii): : ELD
Demostrar U{A,B}=A U B
Traduccion : xe U {A,B} < xeAUB

xe U{A B}< xeX paraalginX e{AB} 4.1(ii)
& XxeX para X=AvX =B
< XeAvxeB
< XxeAUB 1.11(ii)

Si tenemos una familia(A);_, adoptaremos las siguientes convenciones de

notacion (en las cuales 4 = {A}._, ).
NA=N{AL=N{AlIcl}=NA=NA=NA
UA =U (A}, =UAJict) = UA= UA=UA

iel i

De estas notaciones, las dos ultimas seran las que méas usaremos.
Para ciertos conjuntos de indices, existen otras notaciones especiales.

Para | = {1,2,...,n},seescribetambién(nLAg:AlmAzm..mAn
i=1
y UA=AUA L. UA
Para | = N, se escribe tambien ﬁAi = AnAn ... vy UA =
i=1 i

AUVA UAU ...
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Ahora comenzaremos a generalizar teoremas sobre intersecciones y uniones
del capitulo I.

Una propiedad bésica de la interseccion (respectivamente unién) de una
familia es que estd contenida en (resp. contiene a) cada elemento de la
familia. No solamente esto es cierto (4.3(i)) sino que son propiedades que
caracterizan a la interseccion (resp. unién) en el sentido de que el maximo
(resp. minimo) conjunto que estad contenido (resp. contiene a ) en cada
elemento de la familia es la interseccion (resp. union) de la familia. (4.3(iv))

(resp. (4.3(v)).

4.3 Proposicion : Sea (A),, unafamilia

iel

(i) (ieDNAcA cUA)
(i) Viel(BzA):Bg?]Ai
(iii) vVie (A cB)= U A:dg B.
(iv) VieI(XgAi)/\FVIieI(BgA):BgX):X:_ﬁAi
(V) Viel(A < X)A(Viel(A gB):XgB):XziLEJ:E:Ai

Demostracion : (i)

ELD
Demostrar (Vje 1)(NA c A, cUA)

O sea ﬂAigAj/\AngAi,Vjel
iel

iel
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ELD
Demostrar (A < A Vjel
iel

Traduccion: xe(NA = xeA,

iel

(1) xeNA P

(2) X ell Viel 11,4.1(i)
(3) X e A, S 2

(4) xeNA = xeA, CP1,3
B) N ZI c A traduccion 4

iel
Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

@@)Si paracada i e I,xe A .(3)@)5) En particular x € A, .

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Siparacada eiel,xe A .Enparticular x e A;.

ELD
Demostrar A; iEJI A,Vjel

Traduccion: xe A, =>xeUA

iel

(1) xeA Vjel P

(2) xe A paiel 1

(3) xe UA 12,4.1(ii)
4) xeA = X:e UA CP13

6) A cUA - traduccion 4

iel
Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(Siparacadajel xe A;, @)@ E) X e A paraalgini, luego x e UA

iel

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Siparacadajel xe A;, xe A paraalgini, luego x e U A

iel
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Demostracion (i) : ELD
Demostrar B < A
iel

Traduccion: xeB=xe A

iel

1) Viel(BC A) P

(2 xeB P

3 xe AViel 1,2

4 xeNA 13,4.1(i)
(5) xeB=xeNA CP2,4
6) BcNA traduccién 5

iel
Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(2)(3)Si x € B, entonces x € A para cada i (por hipotesisVi e (B < A)) @ G)6)
yporlotanto x (1A,

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Si x e B,entonces x € A para cada i (por hipotesisVie I(B< A)) vy por lo

tanto x e NA;
(iii) : ELD
Demostrar UA < B
iel

Traduccion: xe UA = xeB

iel

Q) Viel (A <B) P

2 xe UA P

(€)) xe A paiel 12,4.1(ii)
4 xeB 31

(5) xeUA =>xeB Cp24
6) UAcB traduccién 5

iel
Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

@@Si xeUA, xe A para algin iel. @@E)@©Como A < B para todo
iel

iel, xeB.
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Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Si xe UA, xe A paraalginiel.Como A B paratodoiel, xeB.
iel

(iv) ELD
Demostrar
Viel(XcA)A(Viel (B A)=BcoX)=X=NA
1) VielXcA)A(Viel(Bc A)=BcX) P
(2 Viel(XcA) S1
(3) X<cNA . 2,4.3(ii)
4) _ﬂIA c A Viel 4.3(i)
(5) Viel(Bc A)=Bc X) S1
® NA=A= NASX Qe s
) NA c X PP 4,6
(8) XgﬂlAi/\_ﬂlAigX A 37
©) X=NA | 8,1.4(ii)

iel

7(10) Vie (X cA)A(Vie (B A)=Bc=X)=X=NA CP19

iel
Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

LEESI X < A, para cada i, X <A (por (ii)). @@E)6E) Como NAC A,
iel
para cada i, (7)1 A < X (por la segunda hipdtesis).
iel

@®)©@@o)Por lo tanto X = N A,.

iel
Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Si X c A, paracadai, X A (por (ii)). Como N Ac A, paracadai, A
iel

iel

< X (por la segunda hipotesis). Por lo tanto X = N A,.

iel
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(v) ELD
Demostrar
Viel(AcX)AViel(A gB):XgB):X:_UIAi
1) Viel(AcX)A(Viel(A cB)=XcB) P
(2) Viel(A < X) S1
3) UA cX 2
4) AgHA 4.3(i)
(5) Viel(AcB)=XcB S1
(6) AlgIUIAI:> XgiUIAi iU|Ai/B 5
(7) XcUA PP 4,6
(8) UA X A XcUA A 37
9) X=UA I 8,1.4(ii)

iel

J(A0)Viel(A < X)A(Viel(AcB)=>XcB)=X=UA CP19

iel
Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrarVie I (A < X)A(Viel(A cB)= X c<cB)=X=UA
iel
WEE)SI A < Xpara cada i, UA <X (por (iii)). @@G)e)7 Como
iel
A c UA paracadai, X cUA ( por lasegunda hipdtesis). (8)©9)o)Por lo
iel iel

tanto X = UA .

iel

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea

AcX para cada i,
entonces

UI A < X (por (iii)). (1)
Como

A cUA paracadai,

iel

entonces

X cUA (por lasegunda hipotesis). (1)

iel
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De (1)y (1) seobtiene
X=UA.O

iel

4.4 Proposicion : ( LAS PROPIEDADES DE DEMORGAN )
M (NAY=UA () UAY=N~A

Demostracion (i) : xe (NA) < xe(NA)
S —(xeNA)
o (Viel(xeA)) 4.1(i)
<Jdiel(xegA)
<diel(xeA)
<xeUA 4.1(ii)
Demostracion (i) : xe (UA) < xe(UA)
= —(xeUA)
o —Fiel(xeA)) 4.1(ii)
o Viel(xg A)
< Viel(xe A)
<:>X€_ﬂlAi' 4.1(i)

4.5 Proposicion (Propiedades distributivas)

(I) (ILEJI Al)m(JLe-JJ Bj) :(i,j)Lejli(Ai N Bj)
(i) (NAU(NBY= N (AUB)

Demostracion :

(1) Xe(ikEfAi)ﬂ(jkE)JBj)@ElieI(XeAi)/\EIjeJ(Xij)
<Jiel Jjed (xe AnBy)
<331, j)elxI (xe AnB))
<xe U ANB))

(i,))elxd
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(i) XE(ﬂIA.)U(ﬂJ B;) o Viel(xeA)vVjel(xeB))
oViel Viel (xe A UB))
<V, j)elxd (xe A UB;)

<xe 1 AUB))
(i,j)el=xd

4.6 Proposicion : (i) (nA)x(n Bj)=( )ﬂ (A xB;)
iel jed i,j)elxJ
(i) (2A)*(UB)= U (AxB)
Demostracion :

() (<) e(QAIX(NB) S xe(A)AY<(nB)

o Viel(xe A)avVjel(yeB))
o Vielvjel(xe AAyeBy)
< V(i j)elxI(xe AxB;)
< (X y) e (i,j)leJ A xB;

(ii) (X,y)E(iKGJIAi)x(jGuJBj)c>Xe(ik€JlAi)/\ye(j€uJBj)
<Jiel(xe A)Adj(yeB))
<Jieldjel(xe A AyeB))
<334, ) eI xI((x,y) € A xB))
< (xy)e U AxB,

(i, ))elxd
Hay muchos teoremas sobre intersecciones y uniones. Algunos se incluiran en
los siguientes ejercicios.

EJERCICIOS 4.1

1. (i) Sidefinimos (x, y) = {{{1}.{1, x}},{{2},{2, y}}}, demuestre
XyY)=@2Z,wW) < X=ZAYy=W

y por lo tanto toda funcién de {1, 2} en {X, y} se puede considerar como

pareja.

(ii) Reciprocamente toda pareja (X, y) se puede considerar como una funcion
de {1, 2} en {X, y}, simplemente definimos
xy)l=x, (xy)2=y.
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2. Encontrar N_4'y U_4 siendo 4 el conjunto
i) {[xx]/x eR}

i) {Fx,x[/xeR-{0}}

i)y {[xx+1]/xez}

iv)  {xx+U/x ez}

0 (oo

3. Sea A ={(x,y)eR?/y =ksenx}

a) MNA=
keR
b) UA-=
keR
C) Dibuje las graficas cartesianas de sus respuestas para a) y b).

4. (MA = JiAj=A

5AcB = NBcNA AUAcUB

6. (i) Am(_UJ B,)= _UJ(AmBj) (iii) Am(_ﬂJ Bj):_mJ(AmBj)
(i) AU(NB;)=N(AUB,) (iv) AU(UB,)=U(AUB,)

Por la conmutatividad de n y de w, hay otras proposiciones similares a las
cuatro anteriores. Asi a (i) le corresponde : (UA)NB = U(A nB).
iel iel

Similar observacion para los otros ejercicios sobre familias.

7.0) N(B-A)= B-UA (i) (A ~B)=(NA)-B
(i) UB-A)= B-NA () UA -B)=(UA)-B
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8.()) Ax(NB)=N(AxB)) (i) (NA)<B=[)(A xB)
i) Ax(UB))= U(AxB;) (iv) (UA)xB=U(A ~B)

No siempre visualizaremos a los
productos cartesianos como
rectangulos. A veces resulta Gtil
verlos en 3 dimensiones (Véase
Ejercicio 2.2(20). Imaginemos al
conjunto A como una figura plana
colocada perpendicularmente al
plano de esta hoja. Fig 38

Imaginemos al conjunto B como un segmento de recta que descansa
perpendicularmente a A (Fig. 39).

B

Fig. 39

Ax B lo podemos ver como el sélido que tiene a A como base y de altura
a B (Fig. 40).

Visualicemos por ejemplo al ejercicio 12 (ii) (Fig. 41)

9. (Propiedades Asociativas)

M NA=NNA
Iegl;l(( keK iely
(i) UA=UUA
IE&J!};<< keK iely
(i) N A =(NA)U(NA)
ielud iel jed

) U A= UA)U(UA)
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Fig 41

10. (i) UA, - UB—Uﬂ(A. B)—ﬂU(A B;)

iel iel jed

(i) NA - ﬂ By = NU(A-B;)) = UN(A-B,)
iel jeJ jediel

iel

(il) UA-~ mB U (A-B)

(i,j)el=xd

(|v)ﬂA ﬂB N (A - B))

iel (i,))elxd

11. () PN A = N PA

iel

(i) PUA = U PA

iel

12. (i) (NA)*(NB)= N(A xB)
(i) (UA)x(UB)=U(A xB)

K
13. Sea (A, ), unafamilia, S, =¢, S, =|JA,

@ UA U(An S,

n=1
(2) Los A, - SHson mutuamente disjuntos

SUGERENCIA :

a) i) Considere A, A,, A;, A, y represéntelos en un diagrama.
i) Exhiba S,,S,,S,,S,
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iii) Haga un diagrama para cada uno de los conjuntos
Al _SO’AQ _817A3 _527A4 _Ss

Iv) Considere el diagrama de

@ JA,

) UA, -S,.)

v) Compare los resultados obtenidos en (iv) y saque una conclusion.

vi) Con base en los diagramas de (iii), qué puede decir de las
siguientes intersecciones:

A -5, mA -5 =1

A -8 A -5,=1
A8 A -8 =1

A—S A -8 =T

0) LA, <J(A -5,

)] Escriba en lenguaje légico y de la teoria de conjuntos el
significado de esta proposicion.

i) Pase al ELD cada una de las implicaciones involucradas en
lo escrito en (i).

iii) Desarrolle cada ELD.

(c) Los A, —S, ;son mutuamente disjuntos.

) Escriba esta afirmacion en lenguaje estrictamente de la
teoria de conjuntos.

i) Pase lo escrito en (i) al lenguaje lIdgico.

iii) Demuestre por contradiccion (RAA) lo planteado por (ii)

14. () U(x,y)="? (i) N(x,y)=?
(i) NN, y) =7 (iv) UN(x,y) =7
™ NUx, y) =2
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15. Sea 7 una coleccién de funciones (relaciones funcionales).
i) N Foesunafuncion
i) U % no es necesariamente una funcion (véase 6.21(i)).

ACTIVIDAD PRACTICA - PROCESO IMITATIVO

1. ELD
Demostrar (X,y) = (Z, W) <> X=ZAY=W
(1) xy) ={{{1}.{1. x3}.{{2}.{2, y}}} P
=(2) (X, y) = (z, W) P
©) (z,w) = {{{1},{1, 2} },{{2}.{2, w}}} z/x,wly 1

(4) ({11123 {2y ={{{1}.{1.2} 1. {{2}.{2 w} ) 11,23
(G)  {H1H{L x}={13{1 1A {{2}.{2, y}3={{2}.{2, w}}

v
H1AALx =2 2w ia{{2},{2,y} }={{1},{1,z}} 4
(6) U131 x3={{2}.42, W} ina{{2},{2, y} }={{1},11, z}} P
(7 1=2 6

8) ({1} {1} y={{2}, {2WiIA{{2}, {2y} }={{1},{L,z}}) RAAG,7
(9)  H1H X ={1} {12} A ({2} {2y} ={{2}.{2w}} TP 5,8

(10) X=ZAY=W 9
1,11) X, y)=@Z,wW)=>Xx=zAy=W CP 2,10
<)(12) X=ZAY=W P

(13) X, y)=(z,w) 12
1,(14) x=zAy=w =(X, y)=(z, w) 12,13
1(15) X, yY)=(@2Z,W) & X=2 Ay =W LB 11,1

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que (X, y) =(z, W) < X=ZAYy=W

=) @Sea (X, y) = (z, w). (3)@)Segun la definicion de par ordenado que se da
en la hipotesis, se tiene que

AL X 1252, v =L 235, 12042, wi 3 )

UNIVERSIDAD DE LA AMAZONIA FLORENCIA CAQUETA COLOMBIA



284  Familias

(5) De donde se deriva la siguiente disjuncion :

HLAL 3= {1041 21 3A ({2042, y3i={{2}.{2, Wi} (D)

6

1AL x3 3= {2842, wiia{{2}.42, vy} 3={{1}.{1, z}}. (2)
6)(7)Si tomamos la alternativa (2), se tendria que 1 = 2; @)©9lo que
evidentemente es una contradiccion; (10)(11)teniéndose en consecuencia la
alternativa (1), esdecir, Xx=z y y=w.
<) (12)Supongamos ahoraque X =z A Y = W.
(13) 14)Es evidente que (X, y) = (z, w).(@15)Por lo tanto hemos demostrado que
XyY)=@Z,W) < X=ZAYy=W.
Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que (X, y) = (Z, W) & X=ZAYy=W
=) Sea (X, Y) = (z, w). Segun la definicion de par ordenado que se da en la

hipotesis, {{{1}.{1, x}}.{{2},{2, y}}}={{{1}.{1, Z}}.{{2}.{2, w}}}. De

donde se deriva la siguiente disjuncion :
HIAL X33 =101 1A H23,{2, yi =12 {2, wiy - (D)
6
H{L AL x5 = ({2042, wiina{{2},{2, yi={{1}.{1. z}}. (2)
Si tomamos la alternativa (2), se tendria que 1 = 2; lo que evidentemente es
una contradiccion; teniéndose en consecuencia la alternativa (1), es decir,

X=ZYyy=w.

<) Supongamos ahora que x =z A 'y = w. Es evidente que (X, y) = (z, w).
Por lo tanto hemos demostrado que (X, y) =(Z, W) < X=Z Ay =W,

2. Encontrar N_4 'y U_4 siendo _4 el conjunto

@ A={x—xl/xeR}. nA=N[-xx]={0}.

xeR

Si existiera otro t, tal quet, € N[-x,x], entonces t, e[-x,x| para
xeR

todo xeR.Osea —x<t, <x VxeR;loqueimplicaque t, =0.
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UAa = XLEJR[—X,X] =R

teUA < IxeR:te[-xx] (4.1(i))
& dxix >t
& teR

® A= {(FxxlixeR-p}. NA=n}xx-0},
UA=U}Fxx =R
@© A= {xx+ixezh. nA= Nkx+1l=g,
Uﬂ=XLEJZ[x,x+1]=R

d A={x+1/Ixez} nA= sz]x,x+1[2¢
UA= Ukx+]=R

i L amen] oot ]
] 1{.-'4 1},-"2 ) Z
N.4=11, 2]
[%2} U [212} U u[%ﬂ = o, 2]
U A=1]n, 2]
3. Sea A ={(x,y)e R?/y =ksenx|
d) NA = Ninz0mez ju{onz)imez*}
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e) UA = Ul@n-1z, 2nz]xR~ U[2nz, (2n+D)x]=xR*
keR
f) Dibuje las graficas cartesianas de sus respuestas para a) y b).
1' B
4 - vy=Ksenx
Y=5en x
14
b
lm -
-14 X
_K -4
Ao d vAd a4
t 4+
b
‘]
1_
P.
-4 3T 2T -TC _I:l T 2T 3T

Lo
—

! 1
wooe
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INTERSECCION [ V4 ={twm,0inez-jul@nminez”]
F=R
bt 4 ' y | ' ' '
L) a1 2T - i s im ER

)= U[@n -1, 2um]x B w200, (2n+Dm]x R
k=R

4. NAI=JiAI=A

ELD
Demostrar ({Aj=A (1) xe[J{Alexe A VAe{A} 4.1
Traduccion xe(|{Aj< xe A o xeA
ELD
Demostrar | JIAj=A (2)  xe|JIAjoxeA paAciA} 41
Traduccion xe| J{Aj < xe A S xeA

De()y (2 ({Al=UJiA}=A.

5AcB = NBcnNA AUAcCUB

(1) ELD
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Demostrar N B < N A
Traduccionxe N B = xeNA

1 Ac B P

(2 xe N B P

(3) xeB,vBe®B  trad.2,4.1

(4) xe AVAe A 1, AIB3

(5) xeN A4 14,4.1

6 xeNB =>xeNA CP25
0@NONBcnA | trad.6,1.3

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrarque 1B < N.A si A< B.

@Sea xe (N B. (3) Entonces xeB,vBe®B (4.1). wComo 4 < B,
especificando A para B se cumple que xe A VAe 4. G)Es decir xeN 4
(4.1) )7y yporlotanto N B < N_A.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrarque 1B < N4 si A< B.
Seaxe N B. Entonces xeB,vBe®B (4.1).Como_4 < B, especificando
A para B se cumple que x e A VA e 4. Es decir xeN_4 (4.1) y por lo tanto

NB < NA.

) ELD
Demostrar UA c U B
Traduccion xe U A4 = xe U B

1 Ac® P

2 xe U A P

(3) xeA pa AeA I trad.2,4.1(ii)
(4) xe A pa AcB 1, 3
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(5) xeB p.a BeB B/A 4

(6) xe U B 1 5,4.1(ii)

(7) xeUA =>xeU®B CP26
1@ UA CUB | trad.7,1.3

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que U4 < U B si 4 < B.
@Sea xe U_4. (3) Entonces x € A paraalgin Ae_4 (4.1(ii)).
@Como 4 < B , xe A paraalgin Ae®B . (5Especificando B para A |,

entonces tenemos que x € B para algiin Be @B; (6)(7)8)es decir xe U B.
Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que U4 < U B si 4 < B.

Sea xe U_4. Entonces x € A paraalgin Ae_4 (4.1(ii)).

Como_4 < B, entonces x € A paraalgiin A< . Especificando B para
A, entonces tenemos que x € B para algin Be @; es decir xe U B.

6.() An(UB;)= U(ANB))

xe An(UB;) @ xeArxe(UB))
jed

jed

< XxeAnxeB;pajel
< Jjel(xe AnB;)

< xe U(ANB))

jed

(i) AU(NB,)=N(AUB))

xe Au(N Bj)<:>XeAvXe ﬂBj
jed jed
< xeAvxeB;,Vjel

< Vjel(xe AvxeB;))
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< Vjel(xe AUB))
&S Xe ﬂ(Aqu)

jed

(iii) Am(J_DJ Bj):jDJ(Am B;)
xe An(NB;) ©xeAaxe(NB))
jed jed

< xeAaxeBVjel
< Vjel(xe ArxeB;))
< Vjel(xe ANB))
& Xe ﬂ(AmBj)

jed

(iv) AU(UB,)=U(AUB,)

xe AU(UB;) <= xeAvxe(UB))

jed jed
< xeAvxeB;pa]j

<Jjel(xeAvxeB))
<Jjel(xe AUB))
< xe U(AUB))

7.() N(B-A)= B-UA

xel(B-A) < xeB-AVi

o Vi(xeBaxeg A)
S VixeBaxeA)
< xeBaxeNA

< xeBaxe(UA) 4.4 (i)
< xeBaxg(UA)
< xeB-UA

(i) UB-A)=B-NA
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xeU(B-A) <= xeB-Apai

< XeBa—(xeApal)
& xeBAaVi(xeg A)
< xeBaxeNA

< xeB-NA
(i) N(A ~B)=(NA) - B

xe(l(A -B) < Vi(xe A -B)
< Vi(xe A AxgB)
< Vi(xe A)axeB
< xe(lAAxeB

< xe(NA)-B
(iv) U(A -B)=(UA)-B

xe U(A -B)=diel(xe A -B)

<diel(xeA)axeB
<> xeUJA AxeB

= xeUA -B
8. (i) Ax(jg BJ-)=J_QJ(AX B)

(x,y) e Ax(1B;) & xeArye B,
jed jed
< xeAaVjel(yeB))
o Vjiel(xe AnyeB;))
< Vjiel((x,y) e AxB))

< (X, y) e N(Ax B))
jed
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(i) (NA)xB=N(A xB)

(X,y)e(iDIAi)xB<:>XEQAi AyeB
< xeAVielayeB
S Viel(xe A AyeB)
= (xy) € N(A <B)

(i) Ax(U B;)= _U(AXBJ-)
jed jed

(X,y)eAx(jLeJJ B)) <:>XeA/\ye(jL€JJ B;)
< xeAnJjel(yeB))
<Jjel(xe AnyeB))
< Jjed((xy) e AxB;)
<Jjed((x,y) e AxB))
<:>(X,y)ejLEJJA><B,-)

(V) (UA)xB=U(AxB)

(X,y)e(iLGJIA)xB<:>XeiL€JIAi AyeB
< @iel:xeA)ryeB
<dJdiel(xe A AryeB)
< 3Jiel((x,y)e A xB)
& (x,Y) € U(A xB)

9. (Propiedades Asociativas)

(i) N A=@OA)(NA)

ielud

xe N Ao xeAVielul

ielul
S xeAVi(iel viel)
< xeAVielvxeAViel
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@XeﬂAvXeﬂA

iel jed
< xeNAUN A,
iel jed

(iv) UA = (UA)U(UA)

ielud

xe U A <:>EI|eIuJ.XeAi

ielud
< FielvIied)(xehA)
<Jdiel(xeA)vIjel(xeA)
< xelUAvxe U A

iel jed
<xeUAUVUA
iel jed

10. (i) UA,— UB‘Uﬂ(A, B)‘ﬂU(A, B;)

iel iel jed

xe UA-UB; o xeUA Axe¢ U B,

iel jed iel jed
<Jiel(xe A)axe(UBy)
jed
<Jdiel(xe A)axe N B;] 4.4(ii)
jed

<Jdiel(xe A)axeBjvjel
<JielVjel(xe A-B))
<diel:xe ﬂ(A—Bj)

< xeUN(A -B))

iel jed

xeUN(A-B))<=3iel Xeﬂ(A B;)

iel jed
<:>3|eIVjeJ(XeAi B;)
oVjelddiel(xe A -B))
<:>‘v’jeJ(XeU(Ai—Bj))
< xe NUA -B;j)

jediel

(i) NA-NB; = NU(A-B)) = UN(A-B))

iel jed iel jed jeldiel
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xeNA-MNB, & xeNA Axg 1B

iel jed iel jed

<Vielxe A axe(NB))
jed

< Vielxe A axe U B 4.4 (i)
jed

o Viel(xe A)rJjel(xeB))
<:>VieIEIjeJ(XeAi/\X¢Bj)
< Vieldjel(xe A -B))
< Viel (Xe_UJAi—BJ.)

je

< xeNU(A -B))

iel jed

Xe.ﬂI _UJ(Ai—BJ-)<:>‘v’ie|(Xe UJ(A._B,))
< Vieldel(xe A -Bj)
<JjelVviel(xe A -B))
<:>EIjeJ(Xe_ﬂl(Ai—Bj))

& xe UNA -B,)

jeliel

(i) UA-NB;= U (A-B))

iel jed (i,j)elxd

xe UA-NB; ©xeUA rxe B,

iel jed iel jed

<3Jiel(xeA)axe(NB))
jed
< Jiel(xeArxe U B)) 4.4(i)

jed
<diel :XeAi/\EIjJeJ X eBj
< Jieldjel(xeAnxe Bj)
<JielJjel(xeA-B))
< 3(, j) e I xJ(xeA -B;)
<xe U (A-B))

(i,j)elxd

(iv) mAi_Usz N (Ai_Bj)

iel jed (i, j)elxd
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xeNA- UB < xeNA Axe UB;

iel iel jed

< xeNA /\XE(UB)

iel

<:>XeﬂA|/\XeﬂB' 4.4 (ii)

iel
@VIGI(XGA)AVJGJ(XEB})
< Vielvjel(xe A AxeB))
<:>‘v’ie|‘v’jeJ(XeAi/\XeEBj)
<V, j)elxI(xe A -B))
<xe 1 (A-B))

(i,))elxd

11. (|)(PﬂlAI ﬂ(PAI
Xe@_ﬂlAi <:>)(g_ﬂlAi
< X A Vi
o Xe P(A)Vi
< Xe P(A)

(i) PUA = U PA

iel

XG@UA, < XcUA

iel

< Jiel(Xc A)
< diel (Xe P(A))
<:>X€.UI P(A)

12. () (NA)x(NB)= N(A xB))

(X, y)e(ﬂA) (ﬂB)cxeﬂAAyeﬂB

iel

S Viel:xeAAViel :yeB,
S Viel(xe AAyeB)
S Viel((xy)e A xB,)
<xy)e N (AxB)

(i.])elxd
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(i) (UA)x(UB)=U(A xB)

(xy) e(UA)x(UB) < xeUA Ay<UB,

<diel:xeA Adiel:yeb,
<diel(xeAryeB)
< 3Jdiel((x,y)e A xB,)
<Hxy)e U (AxB)

(i,))elxd

K
13. Sea (A,),... unafamilia, S, =¢, S, =(JA,
n=1

. i} . 4, 4
® UA U’ -5, 1
(2) Los A, -S, ,son mutuamente
disjuntos a) 1)
A
11) 5, 4 A,
24
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e observa que l4J (A -5 )= EJHN
. nel

He=l

(v)
A-8 A -5=¢
A =8 d, =8 =¢
A-S,md, -5 =¢
(d) ELD
DemostrarOAn = ECJ(An -S,4)
Traduccionx e OAn SXe D(An -S,4)
<)) xeUJ(A -5,.) P
(2) dneZ :xeA -S,, trad.1, 4.1(ii)
(3) dneZ :xe A, AXegS, 2
4) dneZ":xeA, S3
(5) X e O A, trad.4,4.1(ii)
0,6 xel J(A, -5, 1) = xe| JA, CP 15
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) xel JA, p
n=1
8) dneZ :xeA, trad.7, 4.1(ii)
9 XS, ,=A UA U...UA P
(10) dneZ :xe AAXeS, A 89
(11) dneZ" (xeA, -S,,) traduccion 10
(12) xe U(A -S..) trad.11, 4.1(ii)
n=1
,(13) xe| JA, = xe U(A, -5, ) CP 7,12
n=1 n=1
14) xe|JA oxe|JA -S,1) LB 6,13
n=1 n=1
0 @15) JA = A -S,0) traduccion 14
n=1 n=1

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que | JA, = [ J(A, -S,.).

n=1 n=1
wSea xe| J(A, -S,,).
n=1
(2Entonces xe A, —S, , paraalgin ne Z"* (4.1(ii)). 3)De donde xe A,y
X¢S, . @Enparticular xe A, paraalgin neZ" . (5) (6)Luego x U Ay

n=1

se tiene la implicacion

XGO(AH—Sn_l):> xeCJAn *)

(7)Sea ahora x e U A, . (8)Entonces existeun ne Z": x e A, (4.1(ii)). (9)Por
n=1
construccion de S, esclaroque xS, ,=A UA, U...UA _, 10)Y

xe A, AXxgS,, paraalginne Z*. ayDedonde xe A, —S, , paraalgin

neZ" (12)esdecir xe f_cJ(An —S, ;) (4.1(ii)). (3)Por lo tanto
n=1

xel JA, = xe U(A, -S,.,) (**)
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(14)De (*) y (**) se tiene la equivalencia x e JA, < xe | J(A, -S,,) @s)0
n=1 n=1

sea | JA, = [J(A, —S,..) . que era lo que queriamos demostrar.

n=1 n=1
Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que | JA = J(A, -S,.).

n=1 n=1

Sea x e U(An —-S,,). Entonces xe A, —S,, paraalgin ne Z"(4.1(ii)). De

n=1
donde xe A,y x¢S, ;. Enparticular xe A, paraalgin ne Z™ .

Luego x e U A, Y se tiene la implicacion
n=1

XED(An—sn_l): erAn *)

Sea ahora x U A, . Entoncesexisteun ne Z": x € A, (4.1(ii)). Por

n=1
construccion de S, esclaroque xS, =A VA, U...UA , VY

xe A, AxeS, , paraalginneZ*. Dedonde xe A, —S,, paraalgin

neZ" esdecir xe LOO_J(An —S, ;) (4.1(ii)). Por lo tanto
xeUa =xelmA-s,)

De (*) y (**) se tiene la equivalencia x | JA, < xe | J(A, -S,;) osea

n=1 n=1

UJA, = J(A, =S,..). que era lo que queriamos demostrar.

n=1 n=1

Los A, —S, ;son mutuamente disjuntos.

) (A =S, )N (A1-S,,)=¢
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ELD
Demostrar (A, -S,;)"(A,,-S,.,)=¢

Por RAA
D) (A, =S ) N (AL =S, 5) #¢ P
(2) Ixe(A -S,)N(AL-S,,) I 1,1.6(ii)
3) xe (A, NS )N (ALNS,,) 7
4) xe ALNA NS NS, 3
(5) xe ANA NS, ,US,,) 4, 4.4(ii)
(6) SpaYUSy =S P
(7) xe ANA;N(S,) 15,6
(8) Xxe A, NA,AXES, 7
9) S, =AUA U...UA P
(10) xeA NA Axeg(AUA U...UA ) 18,9
(11) xe A, Axe A Arxe A rxe A, A...Axe A, 10,4.4(i0)
(12) Xe A AXeA, S11
(13) (A, =S, )N (AL=S,,)=¢ RAA 1,12

1(14) Los A, —S,_,son mutuamente disjuntos traduccion 13

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que Los A, —S, _;son mutuamente disjuntos, es decir que
(A =Sy ) N (AL —S,2) =¢.

(1)Supongamos lo contrario, esto es, (A, —S, ;)N (A,,—S,,)#¢. (2Esto
implica que existe x tal que xe(A -S,.)N(A;5-S,,) @Y
xe(A, NS ) )N(A, . NS),) @osea xe AAnA_, NS, NS, ,. 5 Como
(S, ,vS,,)=S,,nS! ,, entonces xe A, "A, ;"N (S,,US,,) .

@eComo S, , US, , =S ,,entonces (1) xe A, NA,,;N(S,,) @®o0sea
XxeA NA ,AXeS, ;.

(9) Por construccion de S, jtenemos S, ;= A UA, U...UA_ ;. (10) Luego
xe A NA,AXxeg(AUA U...UA ),

@y esdecir xe A AXe A AXe A AXEA A...AXeE A, ,; (12)de donde
XxeA,; AXxeA que es un absurdo, (13) luego
(A, =S, )N (A,,-S,,)=¢, @4 demostrandose que los A —S, , son
mutuamente disjuntos .
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Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que los A, —S, ,son mutuamente disjuntos es decir que

(A‘n - Sn—l) M (Anfl - Sn—z) :¢ :

Supongamos lo contrario:
(An - Sn—l) M (A‘ml - Sn—z) ¢¢'
Entonces existe x tal que

xe (A =S, )N (AL-S,,)  (L6i);

0 sea
xe(A, NS )N(ALNS.,)
0 también
xe A NA ;NS NS/ ,.
Como
(S,4VS,,)'=S,..nS,,,
entonces
xeA NA ;NS ,US, ).
Como
SiaVUS,, =54,
entonces
xe AANALN(S,)
0 sea

xe A NA ,AXeS, ;.
Por construccion de S, ,

S, =AUA U...UA ;.

Luego
xeAANA Axe(AUA U...UA ).
Es decir
Xe A AXeEA  AXEAAXEA AN AXEA
de donde
xe A AX¢gA ,, quees un absurdo;
luego

(An - Sn—l) M (An—l - Sn—z) :¢ )

demostrandose que los A, —S,_; son mutuamente disjuntos .
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14. () U(x,y)="?

U y)= U{{{1{1x31.{{2}.{ 2y} }}
= {1 {1 rU 2 2y}
= L2515 { 23

M Nxy)=?  Nxy)= N2} {2y} )
= {13 Lx3 N {{2}.{2,y}}
=¢

iy NN(x,y)="?
NNx,y)= N¢g =¢

(iv) UN(x,y)="2
Unix,y) =Ug¢ =¢
v NUx y)="?

AU Y) = N {1523 {1x}{ 2y}}
=0 iZin{lxin{2y;=¢

2. IMAGENES Y FAMILIAS

La proposicion 3.19 tiene una importante generalizacion :

4.7 Proposicion : Sea f una funcion :

- - - -

i fNASNTA (i) FUA=UTA

iel iel iel

<«

i) TNA=NTA (V) TUA = UTA

iel iel

Demostracion :

(i) ye?'ﬂAi: y = f(x) paraalgin xe N A

iel
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= y= f(x) paraalgun x tal que xe A paratodo A
:ye?A para todo A
Dyeﬂ?A.

(i) ye fUA o xeUA:y=1(x) 3.15

< xeA paiel:y=1f(x)
<:>ye?Ai paiel

®yEQ?A
(i) xe fNA < f(x)eNA 3.15

< f(x)eA Viel

< xef A Viel

@XE_ﬂ?Ai
(iv) xe FUA < f(x)cUA 3.15

< f(x)e A paiel
<:>XG?Ai paiel
@XGU?A

iel

«— -

Como se ve, la funciéon f se comporta mejor que f . Esto tiene repercusiones
importantes en el estudio de las funciones continuas.

EJERCICIO 4.2

1. De un ejemplo para f y para {A }._, de tal manera que ?_ﬂ A # ﬂl f A.
f=112a),(4e) (2,0, @3, d) (5d), (6 c) (7 d)

—

A =123 4} f A ={ac,de}
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A ={2356) fA ={cd}
A ={36,7 fA={cd)
NA=ANANA ={3} fANTANTA ={cd}
?§A=?{3}={d} Q?A={c,d} ?ﬁ/\ifﬁln

3. PRODUCTO GENERALIZADO

Hemos definido A x A,. Pudiéramos definir facilmente también A x A, x A,
que seria el conjunto de todas las triplas (vease 3.1) (x;,X,,X;) tales que

X, €A, X, €A, X3 €A, Podemos continuar asi definiendo
A x A, xA x A, . . . etc. En un siguiente paso definiriamos
A XA, xA x...xA x.... que seria el conjunto de todas las sucesiones
infinitas (x,,X,, . .., X,, . .)tales que x, € A, para cada n. Obsérvese que
en este ultimo paso se cambio la naturaleza de los elementos que forman los
productos. De parejas, triplas, . . ., n-plas, . . . se pas6 a sucesiones que son

un cierto tipo de funciones (Véase Ejemplo 2 al principio de este capitulo ).
Esta Gltima idea, la de que los elementos de un producto sean unas ciertas
funciones, la usaremos para generalizar el concepto de producto.

4.8 Definicion : Sea (A),., una familia.

XA={f/f:1>UA aviel(ficA)|

iel

. X A se llama el producto de los conjuntos A, . (Otra notacion para XI A es
le

iel

[1A)

iel

Caracterizacion de los elementos del producto generalizado:

feiXIAi<:>f:||—>_UAi/\‘v’iel(fieA)

Es importante tener en cuenta que los elementos del producto generalizado
son funciones.
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Ejemplo: SeaA,={a, b}, A,={c, d}.

AxA ={(@,c) (a,d) (b,c) (b,d)}

f:{L2} — {a,b,c,d} f,:{,2} — {a,b,c,d}
1 — a 1 — a
2 — ¢ 2 — d
f,:{L,2} — {a,b,c,d} f,:{,2} — {a,b,c,d}
1 —> b 1 — b
2 —> ¢ 2 — d

Entonces X A ={f,, f,, f,, f,}. Podemos construir la siguiente biyeccion
entre i>e(IAi y A xA:
KA —— AxA
(a,c)
(a,d)

(b,c)
(b,d)

|

[ IR ——"
w N

|

Entonces se entendera facilmente que X {A} es el conjunto de las cuatro

(1,2}
funciones :
il sl il s
1| 1| 112 1|&
2le 2| d 210 ¢ 21 d

Conjunto que es diferente de A x A, pero con el cual se puede identificar
(Ejercicio 4.3 (2)).

En general, veamos que el conjunto A x A, x...x A, se puede identificar con
el conjunto )(I A:
le

AxAx...xA = {@,a,,...,a,)/a cAi=12,..,n}
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Cada n-étupla se puede ver como una funcion:

(a,.a,,...,8,) = f:l —> UA

iel
1 — a €A
2 —> a, €A,

n — a,eA
Asi que el conjunto A x A, x...x A, se puede indentificar con el conjunto

XA={f/f:1>UAAViel(fieA)

iel
Cuando I = {1, 2, ..., n }, se acostumbra a escribir también ->-(1A‘ en lugar de

-XuA‘ 0 si se quiere A x A, xA;x...xA, . Cuando | = N, se acostumbra a

escribir también _5_21& en lugar de )% A .

Muy frecuentemente se tiene que todos los A, son iguales, A = A para todo i

y entonces escribimos A' en lugar de X A ; como en A?, siendo 2 = {0,1},
A,=A =A. O mas general :

4.9 Definicion : B*={f/f :Ar> B}

4.10 Proposicidn : Existe una biyeccion entre PA y 2*,

Demostracion : Antes de la demostracién es util que el lector vea el
ejercicio 4.3 (6). Sea a: PA — 2*talquea:B > f, paracadaBcA
y siendo f  la funcion caracteristica de B en A (Véase 3.8) f , € 2* por 3.9.
(i) aesinyectiva: Si B, # B,, existe x e B,,x ¢ B, (0 al contrario).

fex =1 pero Fa,x =0 nseaque Tz, Sy ab = aly .

(iii) a es sobreyectiva : si fe 2%, sea B, ={x/xe Ax fx=1} osea 1.
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Entonces f:fo = aby

n
En lugar de usar la letra f para denotar a los elementos de un producto )51 A es

mas frecuente usar una letra como a o mas bien (a,)
notacion introducida en este capitulo.

., de acuerdo con la

4.11 Definicion : Sea (A),, una familia, para cada kel la k-ésima
proyeccion de )(I A es la funcion

Py - Ie)(l A = A talque p, (&), = a,
(Vease 2.12 y 3.18).
4.12 Proyeccion: Sea p, lak-ésima proyeccion de XAy (B) una

iel

familia tal que paracada i eI, B, < A, entonces

XAi:lg Py By

iel

Demostracion : Ejercicio.

s
T L
- - - - - |
/,"(/’/ /// - |
- - -7 |
- /// -~ - |
:13 - - //T | |
F—-——-F———-f’—"———-r’ I |
I | I |I : |
| , ' : | |
3 “ | !
= |
Ao ind T
I"f l/
| ll
B} I',-’ |
| + \
| 1
| |
B;
Fig 42
EJERCICIO 4.3

2
1. Encuentre una biyeccion entre H Ay AXA, (con ladefinicion 2.6).
i=1

2. B*=? ¢*=?
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3. BA=¢g=B=¢gvAz¢

4. Si A tiene m elementos y B tiene n elementos (m y n naturales) ¢ Cuantos
elementos
tiene B"?

5.B,cB,=>BcB;

o

Siendo A={a, b, c} encuentre TIAA)y 2*.

~

Siendo cada AcB , X A c B!

oo

.Viel (AcB) = i)E(IAigXBi

iel

9. 4,12
10 XA =g = pX=A

11. Paracada Ac X A, Ac X p, A

(Todo sélido se puede meter ajustadamente en una caja rectangular)
12. )(I A m_xl B, :-X|(Ai N B,)

X4

ial

i ) fe XA

" iel
|||||||I

i

Fig 43
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i

Fig 44
f’f;zi:,-’qz . fE;’E,Bi :fe;}:r(-’qiﬁgi:'

El conjunto A x A, lo hemos venido visualizando como un rectangulo,
A x A, x A, lo podemos visualizar como un paralelepipedo. EI modo como

definimos producto en este capitulo sugiere otra manera de visualizar el
concepto. Pensemos en el conjunto | de indices como un segmento de recta, el
cual lo colocamos horizontalmente. Sobre cada i<l colocamos verticalmente
el correspondiente A, el cual también lo visualizamos como un segmento de

recta. Nos resulta una coleccion de segmentos verticales contiguos que nos
representa a )(I A y encerrados dentro del rectangulo 1xUA (Fig. 43).
ie iel

Mas precisamente cada fe XI A, lo podemos ver como una curva que sobre
le

cadaicortaa A.
Visualicemos el ejercicio 12 (Fig. 44).
Un f que esté tanto en X A comoen X B, cortaacada A NB,.

13. () XA nX B = X (ANB)

iel (i,j)elxd
(i) X A U,-é B, =(i'j)>§IXJ(Aﬁ UB,)
14. (i) (B, nB,)* =B B}
(ii) B} UB, (B, UB,)"

(iii) (B, ~B,)" B/ -B;
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15. Encuentre una biyeccion A®¢ y A® x A° sabiendo que BNC=¢.
16 A*=B*"=A=8B

17. Quisieramos demostrar que si cada A= <& , toda k-ésima proyeccion

: XA — A es tal que pk _X A= A,. Esto en realidad requiere el

iel

axioma de eleccion.
ACTIVIDAD PRACTICA —PROCESO IMITATIVO

2. B¢—7 ¢t =7
A={f/f:Ar B}
?={f/f .9 B}={p}
A{HfAHm:w
3. BA=¢g=B=¢gvA=g

ELD
Demostrar B= ¢v A # ¢
Por RAA
(1) B =¢ P
) (B=¢g vA = ¢) P
(3) BxognA A=¢ DL?2
4) A=¢ S3
(5) B’ = {p} Ejercicio 4.3 (2)
(6) B" = {¢} 14,5
(7) B# ¢ 6
(8) B =¢ AB 2 ¢ Al7
9 B=¢g vA = ¢ RAA 2,8

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que B= ¢ v A # ¢, teniendo como hipétesis B* = ¢ .
(2Supongamos lo contrario, es decir B=¢ y A=¢. 3)En particular A= ¢.

@De esto se desprende que B”= {¢} (Ejercicio 4.3(2)). (s) (6) Es decir que
B*# ¢. (7) (8)Pero esto contradice la hipotesis de que B* =¢ . (9Por lo
tanto,B=¢ VA = ¢.
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Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que B= ¢ v A # ¢, teniendo como hipdtesis B* = ¢ .
Supongamos lo contrario, es decir B¢ y A=¢. En particular A = ¢. De
esto se desprende que B” = {¢} (Ejercicio 4.3(2)). Es decir que B*# ¢. Pero
esto contradice la hipotesis de que B* = ¢ .

Porlotanto,B=¢ VA = ¢.

5. B,cB,=>B}cB)
ELD
Demostrar B/ < B}

Traduccion: f eB= f B}

1) B, B, P

(2) f eB) P

3) f:A— B 12,4.9
(4) f:A B, 1,2

5) f eB) 14,4.9

6) feBl=feB) CP2,5

(7) BcB) traduccion 6

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que B> < B,
@Sea f eB. (3) Entonces f:Ar> B, (4.9). (4)Debido a que B, — B, (por
hipotesis), f: A+ B,. (5)Es decir f e B, .(6)7)Asi que B = B

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que B> < B,'.
Sea feB” Entonces f:A>B, (4.9). Debido a que B, — B, (por
hipotesis), f:A+> B,. Esdecir f € B} (4.9). Asi que B — B;'.

5. Siendo A = {a, b, ¢} encuentre PAy 2*.
PA={¢,{a},{b},{c}.{a b} {a c},{b, c},{a b, c}}
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28 = {f/f:A—2} f:{abc}—> {01}

.fl: fﬂ f3

=) (=) (=

Js bz
g I

-9 _— 0
—— Py iiﬁ
2A = {fl,fzyf31f4!f51f6’f7’f8}

7. Siendocada AcB , XA cB'

iel
ELD
Demostrar XI A cB'

Traduccion: f eX A = f e B'

(1) AcB

) FeXA

3) il UAAVicl(fich)
4) hn»GBAwelmeB)
© UB-B

(6) 1I‘E:II B

(7) feB'

8 feXA=feB

iel

1(9) XAcCB'

iel

P
P

12,49
1,3
P

14,5
16,4.9
CP 2,7

Traduccion 8
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Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que XI A c B'.

(2)Sea f e_XI A .3)Entonces f:l1+— UA con fi e A Viel ) Debido a
ie iel
que A < B por hipotesis, f:l1+— UB,Viel(fieB).s)e)@7Como
iel
UB=B entonces f:l —>B osea feB'.@)9Luego XI A cB'.
iel ie

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que XI A cB'.

Sea f e_)(I A
Entonces f:il—>UA confieAViel (4.9)
icl
Ya que A cB (hipotesis),
entonces f:l— UB,Viel(fieB)
iel
Como UB=B,
iel
entonces f:l—>Bosea feB'
Por lo tanto X A cB'

iel

8. Viel (A cB) = iépﬁ'gxsi

iel

ELD
Demostrar XI A < X B,

iel

Traduccion : f e_)(I A = feXB,

iel

(1) viel (A cB) P
(2 fei)(IAi P
3) fil>UAAViel(fieA) 12,49
4) fil>UB, AViel(fieB) 1,3

iel
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(5) feXB, P
6) feXA=TfeXB CP25
1(7) XI A c XI B, traduccion 6

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Demostremos que )(I A c )(I B,, teniendo como hipotesisA < B, Vie | .

(2Sea f e_)(I A .(3)Entonces f:1+— UA con fie A Viel (4.8).

ie iel
@Como A < B, Vi e | (hipdtesis),entonces f:1+— UB, con fieB,Viel.
iel

(5)Es decir f e XI B, . 6)(7)Luego XI A cXB, .

iel
Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que XI A cXB, .

iel

Sea f e_)(I A .Entonces f:1+— UA con fie A Viel (4.8).
ie iel
Como A < B, Viel,entonces f:l — UB, con fi e B, Viel.Esdecir
iel

fe.XIBi.Luego XA cXB, .

iel iel

10. XA %4 = p X =A, .

ELD
Demostrar p, XI =A

Traduccion : p, (&), € Ek(.e)(. A) < p (@) €A

1) XA = P
(2) @) e XA 1, 1.6(ii)
= (3 ()i < P (X A) P2
4) P (@)ic = € A 13,411
0,08)  pe(@)ia € F;;(I)E(I A)=p(@)ia €A CP 3,4
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= 6 ()i € A P
™) P (8)i =2, € P (X A) 16, 4.11
1:®) Pe(@)i €A D P(@) € P(XA) cP 6.7
©) P@)ia € P(X A) & P (@) € A LB 58
00 p, X =A, traduccion 9

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

VVamos a demostrar que p: XI =A .
1)2Como XI A #=¢ existe (a,),, € )(I A. 3Sea p (&), € Ek(x. A).
@) Entonces p,(a),, =a, € A (4.11); ¢)por lo tanto se cumple la
implicacion
Py (@)iar € pk(i)E(IAi): Pe(@)iq €A (1)

6)Sea ahora p, (&), € A.. (7 Entonces p,(a;),,, =&, € p:()(I A) (4.11),

@ cumpliéndose la implicacién

P(@)ic €A = P(@)ia € Hk(.)eﬁA') ().

©De (1) y (1) se tiene la equivalencia
P (&)ia € Py (I)€<I A) < p(@)ia €A

(10)De donde resulta que p: XI =A, .

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que  p, X =A,.

Como X A =4 existe (a,),, € X A. Sea p,(a). <P (XA).

Entonces p,(a,),,, =&, € A (4.11); por lo tanto se cumple la implicacion

iel

UNIVERSIDAD DE LA AMAZONIA FLORENCIA CAQUETA COLOMBIA



316 Familias

P (@) € pk(i)e(lp‘i)j P (@i € A (1).
Sea ahora p,(a;),., €A, . Entonces p,(a),., =4a, € p:()(I A)(4.11),
cumpliéndose la implicacion

P(@)ia € Ac = Pe(@)ig EEk(IEXIAJ ().
De (1) y (1) setiene la equivalencia

P (ai)ici € Px (I)E(I A) < p(@)i, €A
De donde resulta que Ek XI =A,.

X p A

iel

11. Para cada Ag_)(I A LAc

ELD

Demostrar Ac XI Bi A

Traduccion: f eA=f e )(I Bi A

1) Ac X A P

@) feA P

3) feXA 1,2

@ b A=A P

5) feX P, A 13,4

6) feA:fexlﬁiA CP25
A7) Ac XI Bi A traduccion 6

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que Ac XI Bi A.
2 Sea f €A. 3)Como Ac XI A entonces f e XI A . #))Como Bi A=A,

fe )(I Bi A. 6)7)Dedonde Ac XI Bi A.
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Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que Ac )(I p, A. Sea feA.Como Ac XA,

iel

entonces f e )(I A . Como Si A=A, entonces f e XI Bi A.
Dedonde Ac XI Bi A.

12. XA NX B =X(ANB)
ELD
Demostrar )(I A m_XI B, :_XI(Ai N B;)

Traduccion: f e X A m_XI B, < f e_XI(AimBi)

iel

W1xUA)NIx(UB)=Ix(UA)N(UB))  UATA UB/B, 28()

feXA NXB o feXAnfeXB, 1.11(i)

iel

S il UAAVI(fieA)AT T UB, AVi(f, €B;) 4.8

il UAAT T UB AVI(f, € A)AVi(f €B))

=2 HI_ELIJA ATl UB AVI(f, e ANB)
< fcl xI(%LIJAi)/\ fcl >I<EI(_U B)) AVi(f,e ANB,)
< fcl x(TCJIAi)mI x(U BiI)EI/\Vi(fi e ANB,)

< fcl x(I(E'LIJAi)m(U II;)Ii))/\Vi(fi e ANB,)

< fcl x(_LIJEI(A mB;I)/\Vi(fi e ANB,)

<l H_LIjI(Ai NB,)AVi(f, e ANB))

< f ei)E(I(AITImBi)

13.() XA nX Bj= X (ANB)

(i,j el xJ
ELD
Demostrar X A n X B; = X (A NB;)
iel jed (i,))elxd
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Traduccion: f e X A N _)(J B, < f €, _;(I J(Ai N B;)
€ 1,])elx

iel

=(1) feXIA, r\XJB P
ic je

(2 feXIAI/\feXJB 1
ic je

3) f:IHUA/\VI(fleAi)/\f Jl—)UB-/\Vj(fjeB-) 1.2,4.8
(4) f: IHUIA/\f IHUB /\Vl(fleA)/\Vj(fjeB) 3

(B) f <l X(U|A')/\ f ng(_UJB )AVi(fie A)AVi(fieB;) 1.42.10
(6) fgIx(_LJIA)me(UJBj)/\Vi(ﬁeAi)/\Vj(fjij) 5

) (AxB) N (CxD)=(ANC)x(BD) 2.9
8) Ix(iLGJIAi)mJ ><(J_LEJJ B;)= (I mJ)x((iLEJIAi)m(iLEJI B))) /A, UA,/B,JIC, B /D7
(9) f<(l ﬁJ)X((iLGJIA)ﬂ(jLGJJ B;)) 16,8
(10) UA)AUB)= U (ANB) 4.5(i)
(11) felnd)x( U (AnB) ) 19,10
(12) f:(l mJ)r—>(i j)LEJM(A NB,) 111,2.10
(13) €, X (ANB) 112,48
T4 feXA NX B :feIJ)IJ(AImB) CP1,13
<(15) € X (ANB) P
(1) f:1xI> U (ANB)AV(Q)elxI(ficAnfieB;)l1548
anf:lnde U (AnB)avicl(ficA)aviel(ficB,)16
(18) felnd)x( U (AnB)) 117, 3.3(i)
(19) (UA)A(UB)= U (ANB) 45 ()
(20) fc(nI)x((UA)N(UB,)) 118,19
(21) (AxB)(C x D)IE:I (AmCJ)E>J< (B D) 2.9
(22) 1 x(_UIAi)mJ ><(jLEJJ B;)= (I mJ)x((iLEJIAﬁ)m(iEJI B))) VA, UA;/BJIC,UB /D 21
(23) IE fglx(iLEJIA)me(jLeJJ B,) | 21,22
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(24) fclx(UA)/\chx(UB) 23

iel

(25 f: Il UAAYI(fieAIAT: I U B. AVj(fieB;) 1524
iel j

(26) fe I)e(l Anfe ,)E(J B. 125,4.8
(27) feXA nXB 26
1,(28) fe X (ANB)= fecXA NXB CP 15,27
(29 feXA NX B efe X (ANB) LB 14,28
7(30) Ie)(I A N X B; = J))(IXJ(A N B;) traduccion 29

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que | X A N X B, X (ANB))

(| el xd
nSea f e )(I A N _XJ B, .@Entonces f XI Anfe _XJ B, (3)(4) 0 sea que
ie je le Je
fil=>UAAVi(fie A)A T I UB; AVj(fj € B;) (4.8); (5)de donde
iel jed

fcIx(UA)AT ch(U B;) AVi(fie A) AVj(f] €B;) )y por lo tanto

iel

f cIx(UA)NIx(UB)AVi(fie A)AVi(fieB)). (¥

@Como (AxB)N(CxD)=(ANnC)x(BND) (2.9), )especificando I/A,
UA,/B,JIC, UB /D se obtiene

Ix(UA)NJ ><(JLEJJ Bj)=(nI)x(UA)N(UB). ()

@De (*)y (**) se tiene f < (I mJ)x((iUI A)m(jUJ B;)).

(20) Como
(UAIN(UB)= U (A NB,)(A5().

entonces
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1) f < (Ind)x ((i,j)LeJIxJ(Ai N B)))

(12)y por lo tanto
f:(Ind)— U (A NB;)(210);
(i,))elxd
(13)es decir

€ K., (AN B)@AS8)
(14)Luego

feieXIAi mJ)E(JB :fe(IJ)EIXJ(AlmB) (1)
(15)Sea ahora f e 0 ,)EM(A N B;)).
(16)Entonces f:1xJ > ' -LEJM(A‘ NB)AV(, j)elxI(fie AAfjeB;)(4.8)
@nDeonde f:1nNJ H( J)UI J(A NB)AViel(fie A)AViel(fjeB;).
(18)Es decir f g(I(J:Er:J)x((i j)LeJm(Ai N B;) ) (3.3(i)).
(19)Como (iLEJIA)m(jLEJJ Bj)):(i,j)Lgli(Ai NB;),
entonces (20) fc(l mJ)><((iL€JIAi)m(jLEJJ B;)).

21)Puesto que (AxB)N(CxD)=(ANC)x(BND)(2.9), (22)especificando I/A,
UA,;/B,JIC,uB /D ,setiene I x(UA)NIx(UB;)=(1nJI)x(UA)NUB))
iel jed iel iel

@) yporlotanto f cIx(UA)NIx(UB;) @aoseaf clIx(UA)AfcIx(UB))
iel jed iel jed
@s)dedonde f: 1 > UA AVi(fie A)A I UB; AVj(fjeB))
iel jed

(26) lo que significa que f e X Anfe X B, @nosea f X A n X B

jed
(28)Por lo tanto

fe (ANB;) = feXA mXB cn)

@, J)ElXJ iel

29)De (1) y (1) se tiene la equivalencia f e_XIAi m_)(J B, fe X (ANB))
ie je

(i,j)elxd

(30) es decir _XIAi m_)(J B,= X (ANB)).
ie je

J (i,j)el xd
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Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que X A mj)e(J B,= X (ANB)).

iel (i,))elxd
Sea
feXA nX Bj .
iel jed
Entonces
feXAAfeXB,
icl jed
Es decir
fil HUA AVi(fieA)Af: I U Bj AVj(f ij) (4.8);
iel jed
de donde

iel

fcIx(UA)A T cIx(UB;)AVi(fie A)AVj(fjeB))

y por lo tanto

f cIx(UA)NIx(UB,)AVi(fie A)AVj(fieB,). (*)

iel

Como
(AxB)N(CxD)=(AnC)x(BND)(2.9),
especificando I/A, U A /B, J/C, UB ; /D se obtiene

1(UA)NIx(UB)= (10 3)x(UA)N(UB)).

De (*) y (**) se tiene fg(lmJ)x((_UIAi)m(UJ B))).
Como
(UA)A(UB)= U (ANB;)(45()
entonces
f (1 ﬁJ)x((i jHXJ(A NB;))

y por lo tanto
f:(Ind)— U (A NB;)(210)

(i,])elxd
es decir
f e(i,j)>§|><J(Ai M Bj)(4.8).
Luego
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feXA NnX B, = fe (ANB)). (n)
iel jed (i, j) 1xJ
Sea ahora fe 0 ,)XM(A' N B;).
Entonces
filxJ H( EJ (A NB)AV(, j)elxI(fie AAfjeB,;)(4.8)
i,j)elxd
De donde
filnd= U (AnB)aViel(fie A)AVjel(fieB;),
(i,j)elxd
es decir,
fg(lﬁJ)X((i jgw(ﬁs nB;) ) (3.3(i).
Como
(UAYN(UB )= U (ANB) (450,
entonces
fg(lmJ)X((igA)ﬁ(jteJJ B;)).
Puesto que

(AxB)n(CxD)=(ANC)x(BND) (2.9),
especificando I/A, UA,/B,JIC, B /D ,
Ix(igA)me(jLeJJ B)=(nd)x(UA)N(UB))
y por lo tanto fcIx(UA)NIx(UB))

0 Sea

felx(UA)AfcIx(UB)
iel le

de donde
frl=UAAVI(fie A)af: I UB; AVj(fjeB),

iel jed

es decir
feXIA,/\feXB seafeXA, mXJB

ie je
Por lo tanto

fe ()IJ(A,mB):feXA mXB ()

I,])elx
De (1) y (1) setiene la equivalencia fEXIAi mXJB <:>fe( )IJ(A.mB)
ie je i,j)elx
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osea X A mX B,= X (ANB)).

iel (i,j)el xJ

13.i)) XA UX Bj= X (AUB)

iel (| el xd
ELD
Demostrar X|A' ) XJ B, = )X| J(A, UB;)
ie je i,j)el x

Traduccion: feXA UX B, < fe X (AUB))

iel jed (i,))elxd

=(1) fei)(lAi uJXJB P
2 fe_XAivfe_XB- 1
3) ||—>UIAI AVi(fie A)v JHUB AVj(fi €B)) 12,4.8
4) fglx('UlA)vngx('UJBj) 3
() fg(IX(iUIA)UJX(J_UJ B;)) 4
(6) (AxB)u(CxD)c (AuC)x(BuD) Ejercico 2.2 (7(ii))
(MIx(UA)UIx(UB))c(1ud)x(UA)U(UB)) VA, UA;/B,JIC, B /D 6
®) fe(ud)x<(UA)U(UB)) 5.7
©) UAu(UB)= U (AUB) P
(10) fg(ImJ)x((_ )U (A UB)) ) 18,9
(11) f:(|ﬁJ)H(_ EJ (A UB)) 10
(12) €. J)EIXJ(A, v B;) 112,4.8

0,(13) f e|>e<| A N X B, = f €. J)EM(A' v B;) CP1,12

C(14) (| J)el><.]('AI v B; ) P
(15) no se pudo ....

14. (i) (B, nB,)"=BnB}
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ELD
Demostrar (B, nB,)" =B B}

Traduccion: f e (B, nB,)* < f eB*nB;

(1) fe(B, NB,)" P
(2) f:A— B NB, 11,49
3) B,NB, B P
(4) f:A— B 2,3
®) BB, cB, P
(6) f:A B, 2,5
(7) f B 14,4.9
(8) f eB” 16,4.9
9) feB A feB A78
(10) f B "nB," traduccion 9
0,(11) fe(B, nB,)* = f eB B, CP 1,10
<= (12) f eB,nB," P
(13) feB A feB® 12
(14) f:A>B, A f:AB, 113,4.9
(15) f c AxB, A f < AxB, 1 14,3.3(i)
(16) f < AxB,nAxB, 15
(17) AxB, N AxB,=Ax(B,NB,) 2.8(i)
(18) f < Ax(B, "NB,) 116,17
(19) f:A— B NB, 118,3.3(i)
(20) f (B, NB,)" 119,4.9
0,(21) feB nB,* = fe(B, NnB,)" CP 12,20
(22) fe(B, NB)" < feB nB} LB 11,21
(23) (B, nB,)" =B B} traduccion 22
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Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que (B, N B,)"* = B* " B}'.

@Sea fe(B, N BZ)A .2) Entonces f: A B, nB, (4.9). 3Debido a que

B,nB,cB,, @f:A—B,. ) Como también B, "B,cB,,
f: A B,. (7) ®)©Por lo tanto tenemos que feB” y feB,", (0es
decir, f €B,* "B,", a1ydemostrandose la implicacion

fe(B, NB,)"=feB nB. (¥

(12)Sea ahora f € B, N B, .13)Entonces f e B," A f €B,”,
@ f:AB AfT:A—B, 15 f cAxB A f < AxB, (18)y
f < AxB, nAxB,.a7@8Como Ax B, n AxB,=Ax(B, nB,) (2.8(i)), entonces

f < Ax(B, nB,)@)osea f:Ar> B, nB, 0y por lotanto f (B, nB,)",
(21)demostrandose la implicacién

feB NnB, = fe(B, NB)". (*¥

@2)De (*) y (**) se tiene la equivalencia f e (B, NB,)" < f eB B}
@3)0sea (B, NB,)"* =B B}, que era lo que queriamos demostrar.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que (B, N B,)"* = B* " B}'.

Sea fe(B, NB,)".

Entonces f:A—> B, NnB, (4.9).
Debido a que B,"B, =B,

entonces f:A—B,.

Como también B,nB, cB,,
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entonces f:A— B,.

Por lo tanto tenemos que fe BlA y fe BzA (4.9),
es decir, f eB,"NB,",
demostrandose la implicacion

fe(B, NB,)"=feB nB). (¥

Sea ahora f eB,NB,".

entonces feB A feB, .

Es decir f:ABB Af:A—B, (4.9);
de donde fcAxB A fcAxB, (3.3(i)
y f < AxB,nAxB,.

Como AxB, nAxB,=Ax(B,nB,) (2.8(i)),
entonces f < Ax(B,nB,)

0 sea f:A— B NB, (3.3(i))
y por lo tanto f e(B, NB,)" (4.9),

demostrandose la implicacion

feB NnB," = fe(B, NB)". (*¥
De (*) y (**) se tiene la equivalencia

fe(B, NnB,)" < feB'nB;
osea (B, nB,)" =B/ "B}, que era lo que queriamos demostrar.

14. (i) B} UB} (B, UB,)"
ELD

Demostrar B UB, < (B, UB,)"

Traduccion: f eB*UB) = f (B, UB,)"

(1) f eB}UB) P
(2) feB)vfeB) 1
(3) f eB} P
4) f:A— B 13,49
(5) B, € B, UB, P
(6) f:A— B, UB, 4,5
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(7 fe(B, UB,)" 15,4.9
(8) feB > fe(B, UB,)" CP 3,6
9) f eB,” P
(10) f:AB, 18,4.9
(11) f:A— B, UB, 9
(12) fe(B, UB,)" 110,4.9
(13) feB, = fe(B, UB,)" CP 8,10
(14) fe(B, UB,)"v fe(B, UB,)" DS2712
(15) fe(B, UB,)" DP 13
(16) feBUB) = f (B, UB,)" CP1,14
(7)) B}UB; < (B, UB,)” traduccion 15

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que B UB,' < (B, UB,)".

@wSea f eB*UB,. (Es decirf eB o f eB;. 3) @Si f B, entonces
f: A B,. ()6 ComoB, B, UB,,entonces f : A B, UB, (7)(8) Yy esto

quiere decir que f e (B, UB,)" (4.9). ®0)Si f e BZA, f:A—>B,y

ay f:A— B, UB,12) @3) a4 osea fe(B U Bz)A . (15)Entonces cualquier
alternativa que se tome ya sea f eB/ o f eB, siempre se tendra que

f e(B, UB,)". 1e)anAsique B UB, < (B, UB,)".

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que B UB,' = (B, UB,)".

Sea f eB}UB,

Es decir feBlofeB).

Si f e B, entonces f: A B, . (4.9)
Como B, =B, UB,,
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entonces f:A—> B, UB,.

Esto quiere decir que f e(B, UB,)" (4.9).
Si fe BZA,

Entonces f:A—B,y f:AB UB, (49
0 sea fe(B, UB,)". (4.9)

Entonces cualquier alternativa que se tome, yasea f e B o f € B}, siempre
setendraque f (B, UB,)".Asique B UB, < (B, UB,)".
14.(iii) (B, —B,)* < B/ -B}
ELD
Demostrar (B, —B,)" < B} - B,

Traduccion: f e(B, -B,)" = f eB*-B}

1) fe(B _Bz)A P

) f:AB,-B, 11,4.9
(3) f = Ax(B,-B,) 1 2,3.3(i)
4) Ax (B, —-B,)=(AxB,)-(AxB,) 2.8(i)
(5) f = (AxB,)—(AxB,) 13,4
(6) f < (AxB))n(AxB,)’ 5

(7) f c(AxB)Af < (AxB,) 6

(8) f c(AxB)Af z(AxB,) 7

9) f:A—B A= (f:A>B,)  183.3()
(10) feB"A feB,” 19,4.9
(11) feB,"-B. 110,4.9
(12) fe(B, -B,)"= feB/-B; CP1,11
(13) (B, -B,)" < B/-B} traduccion 12
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Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que (B, - B,)"* < B* —B,.
1) Sea f (B, —B,)" . (2 Estosignificaque f:A> B, —B, (4.9); (3)0 sea

f < Ax(B,—B,) (3.3(i)). 4) Ahora Ax (B, —B,) =(AxB,) — (AxB,) (2.8i).
Asique 5 f < (AxB,)—(AxB,),@®) (7 @®)lo que implicaque f < (AxB,) Yy
f z(AxB,) (9 osea que f:Ar>B, pero noque f:A>B,; (10es

decir que f eB A f B, .anDedonde f eB, " —BA. 123 y por lo

tanto (B, —B,)" < B/ - B,

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que (B, —B,)" < B/ - B,.

Sea fe(B, —B,)" .

Entonces f:A—> B —-B, (4.9)

0 sea f < Ax(B,—-B,) (3.3(i)).

Ahora Ax(B,-B,)=(AxB,)—(AxB,) (2.8i).
Asi que f < (AxB;)—-(AxB,),

loque implica que f c(AxB)) y f«(AxB,)

0 sea que f:A— B, pero noque f:A—B,;
es decir que feB*A feB,".

De donde feB,"-B..

y por lo tanto (B, -B,)" <B/-B}

15. Encuentre una biyeccion A®° y AP x A sabiendo que BNC=¢.
APC =(f/f:BUCH—A}
AP xA® = {g/g:B—> A} x{h/h:C—A}
= {(g,h)/g:B—> AAh:C—> A}
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Definimos g= f|, y h="f|;.

Entonces tenemos la biyeccion : U e
A

T:APC —— APxAC

B 1
f— (flg. flc)

El lector puede probar que esta funcion es una biyeccion.

16 A>=B* = A=B

ELD
Demostrar A =B
Por RAA
1) A% =B* P
(2) A=B P
(3) AP = BA 2
(4) A® =B* A A® 2B* Al,3
1 (5) A=B RAA 2,4

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que A =B, si A® =B*.
(2)Supongamos lo contrario, 0 sea A= B. (3)Entonces A® = B”; @pero esto
contradice la hipGtesis de que A® =B” . (5)Luego A=B.
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