CAPITULO Il

RELACIONES

En el lenguaje diario se habla de “relaciones entre personas”, como la
amistad y de “relaciones entre paises”, ... . Naturalmente también queremos
hablar de relaciones entre nimeros. Si queremos matematizar estas ideas
podemos comenzar por observar que, por lo menos en una primera
instancia, estas relaciones se presentan entre “parejas de personas” o
“parejas de paises” o “parejas de nimeros”. Asi, parece que el concepto de
“pareja” es indispensable en el estudio que vamos a iniciar. Una pareja (a,
b) serd intuitivamente un conjunto con dos elementos a y b, pero de tal
manera que a sea el primer elemento y b el segundo elemento. Por eso
mejor podriamos decir “pareja ordenada” para distinguirla de un conjunto
{a, b} que tiene los mismos elementos, pero en el cual no asumimos ningun
orden.

{a, b} = {b, a}, pero (a, b)# (b, a).
O mejor

(a,b)=(c,d)<= a=cab=d 1)

No es lo mismo que a sea hijo de b, que b sea hijo de a. De cualquier

manera que definamos (a, b), (1) debe cumplirse como teorema.
(véase 2.5).

1. PAREJAS ORDENADAS
2.1 Definicion {a,b}={a}u {b}
Claramente {a,b} ={b,a} y {a,a} ={a}

La tentacion ahora es definir  {a,,a,,... . ,a,} siendo n cualquier
natural. Por ejemplo se puede definir sucesivamente :

{a,,a,,....,a,}={a,,a,,....,a,4,1uvla,}

y 2.1 resultaria un caso particular de esta definicion. El problema es que en
esta etapa de nuestra teoria, no sabemos que es un numero natural. En
realidad no necesitamos esta definicion; por lo menos por ahora; auque
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usaremos esta notacion para ilustrar ideas (Definicion 2.6, Ejercicio 2.1,

(5)).
22 Lema {ab} = {c,d}< (@a=cab=d) v (a=dab=c)
Demostracion (<) Inmediato.

Demostremos ahora el sentido (=): Se presentan dos casos : cuando a = b
0 a=h.

Sia=Dbycomoae{a, b} entonces ac{c,d}y a=cva=d.
En definitiva, a = b = ¢ =d

Para el caso en que a =b,

ELD
Demostrar (a=caAab=d)v(a=daAb=¢)

(1) {a b} = {c,d} P

@) a=bwva=b P
(3) azb P
4) aef{c,d} @
(5) a=cva=d 4
(6) be{c, d} 1)
(7 b=cvb=d (6)
(8) (@=cva=d)Aa(b=cvb=d) A (5),(6)

(9) [a=ca(b=cvb=d)]v[a=da(b=cvb=d)] ley dist. (8)
(10)[(a=cAab=c)v(@a=cAb=d)]v[(a=d Ab=c) v (a=d Ab=d)] (9)

(11) a=b = 1l(a=cab=c) P

(12) a#b = 1l(a=dab=d) P

(13) T(a=cab=c) PP3,11

(14) l(a=dab=d) PP3,12

7(15) (a=cAb=d) v (a=d Ab=c) TP, (10),(13) TP, (10),(14)

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1) 3)@) () Sia=b y comoae{a, b} = {c, d} entonces ae{c,d} y
a=cva=d. )7) Como be{a, b} ={c,d}, b=cv b=d.

(8) Entonces(@a=cva=d)A(b=cvb=d).(9)(10)(11)(12)(13)(14) Como
a=b,noesposibleque (a=caAb=c)nitampocoque (a=dab=d);
(15) entonces, se concluye que (a=cab=d)v(a=dab=c).
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Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Sia#b y comoae{a, b} = {c, d} entonces ae{c,d} y a=cva=d.

Como

be{a, b} = {c,d}, entonces b=cv b=d.
Por lo tanto

(@a=cva=d)a(b=cvb=d).

Como a=#b, noesposible (a=caAb=c)nitampocoque(a=dAab=d);
entonces, se concluyeque (a=cab=d)v(a=dab=c).

2.3 Corolario {a,b} = {c}< a=b=c

2.4 Definicion : (a, b) = {{a}, {a, b}},a y b se llaman respectivamente
la primeray la segunda coordenada de (a, b) .

2.5 Proposicion (a,b)=(a,b) < a=cab=d

Demostracion : Ejercicio.
EJERCICIO 2.1

1.25

2. Demuestre que (a, b) = { {a, &g}, {b, {J}} } también es una buena
definicion para (a, b). Mejor dicho, demuestre 2.5 a partir de esta
definicion.

3.(a,2) = {{a}}

4. ae(a, b)?

5.(a,b) cP({a, b}).

ACTIVIDAD PRACTICA - PROCESO IMITATIVO

1) 25
ELD
Demostrar (a, b) =(c,d) < a=caAb=d
= (1) (a,b) = (c,d) P
() {{a}.{ab}} = {{c},{cd}} 124

() ({aj= {c} A {abj ={cd})v ({aj= {cdin{ab}={c}) 2
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(4) {a}= {c} A{ab}={cd} => a=caAb=d P
(5) {a}={cdirn{ab}={c} = a=b=c=d P
(6) a=b=c=d = a=caAb=d P
(7) {a}={cd}n {ab}={c} = a=caAb=d HS 5,6
(8) (a=caAb=d)v(a=cab=d) DS 3,47
9) a=cab=d DP 8
1, (10) (a,b) = (c,d) => a=cAb=d CP19
<) (11) a=caAb=d P
(12) (a,b) = (c,d) 11
1, (13) a=caAb=d = (a,b) = (c,d) Cp11,12
1 (14)(@a,b)=(c,d) < a=caAb=d LB 10,13

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que (a, b) =(c,d) < a=cab=d.
WSea (a, b) = (c, d). ) Entonces {{a},{a, b}} = {{c},{c, d}} (2.4). 3)De
esta igualdad se presentan dos alternativas :

{aj= {c} n{a b} ={c,d} (1)
0
{aj={c,d}a {a,b}={c} (Il)
@De (1) se desprende que a =c A b =d. G)6)@De ( I1') también se

desprende a =c A b =d. (8) (9 Entonces cualquiera sea la alternativa que se
tome siempre se tendra que a =c A b = d. (10)Luego

(a,b) = (c,d) > a=cab=d (*)
@anAhorasi a=c A b=d, (12)es inmediato que (a, b) = (c, d).
(13)Luego

a=cab=d = (a,b) = (c,d) (**)

(14)De (*) y (**) se tiene la equivalencia (a,b)=(c,d) < a=caAb=d,
que era lo que queriamos demostrar.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que (a, b) =(c,d) < a=cab=d.

Sea (a, b) = (c, d). Entonces {{a},{a, b}} = {{c},{c, d}} (2.4). De esta
igualdad se presentan dos alternativas :
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{a}= {c} nf{a b} ={c,d} (I)
0
{aj={c,din {a bj={c;  (II)

De (1) se desprende que a=c A b =d. De (1l) también se desprende que
a=c A b =d. Entonces cualquiera sea la alternativa que se tome siempre
se tendrd que a=c A b =d. Luego

(@a,b) = (c,d) => a=caAb=d *)

Ahorasi a=c Ab=d,esinmediato que (a, b) = (c, d). Luego
a=cab=d = (a,b) = (c,d) (**)

De (*) y (**) se tiene la equivalencia (a,b)=(c,d) < a=caAb=d,

que era lo que queriamos demaostrar.

2. ELD
Demostrar (a, b)=(c,d) < a=caAb=d

(1) (& b) ={{a,¢}.{b, {4 }}} P

(2) =) (@, b) = (c, d) P

3) {{ag}ib {g}}}={{c,d}{d{d}}} 11,2

(4) {agi={c.dirb i }={d{d )V ({ad}={d{d Irb{g}}={c.d}) (3)
) {a,¢1={d{g}inib{g}}=1{c, ¢} P

(6) {a,9}=1d{¢}} S5

(7) (a=dag={g})v(a={ging=d) 6

(8) p={gtva={¢p} S7 (ambos miembros)
@ l{agi={d{g}iabig}i={cé}) RAA 5,8
(10)  {a¢}={c,dr{b,{p}}={d.{d}} TP4,9
(11) {agd}i={c.dir{b{p}}={d{d}} = a=cab=d P

(12) a=caAb=d PP 10,11
1, (13) (a,b) = (c,d)=> a=caAb=d CpP11,12
(14) a=caAb=d P

(15) (a, b) = (c, d) 14
1,(16) a=caAb=d=(a, b)=(c,d) CP14,15
1 (A7) (a,b) = (c,d) & a=caAb=d LB 13,16
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Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

VVamos a demostrar que (a, b) =(c,d) < a=caAb=d
(Sea (a, b) = (c, d). @Entonces {{a,¢ },{b, {4 }}} ={{c,¢},{d{g}}}, de

acuerdo a la definicion 2 de par ordenado. (4) De esta igualdad se presentan
dos alternativas :

{agi=1lcdinibigli={d{g}} (1)
0
{agi={d{ginibig}i=1{cg} (1)
(5) (6) (7)Veamos que la alternativa ( 1) no es posible.

Si{a,¢}= {d{gd} y {b{@}} = {c,4}, en particular se tendria que {a,¢ }=
{d{g}loseaque(@a=d g ={g})v(@a={p}ng =d).@©Dedonde ¢ =
{¢} va= {¢} que es un absurdo. (9)Esto indica que la alternativa ( Il ) no es
posible. (10)Luego lo que es posible es la alternativa ( | ) o sea {a,¢}=
{C,d IA{b{d}}={d,{¢}}. 11) 12)De donde a =c A b = d. @3)Asi que se
cumple la implicacion

(a,b) = (c,d= a=cab=d. (¥
(14)Sea ahora a=c A b =d. (15) Es inmediato que (a, b) = (c, d). (16)Luego
a=cab=d = (a,b)=(c,d). (%

@7De (*) y (**) setiene la equivalencia (a, b) = (c,d) < a=caAb=d,
que era lo que queriamos demostrar.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que (a, b) =(c,d) < a=caAb=d
Sea (a, b) = (c, d). Entonces {{a,¢},{b, {¢}}} ={{c,¢},{d{¢}}}, de

acuerdo a la definicién 2 de par ordenado. De esta igualdad se presentan
dos alternativas :

{agi={c.oirib{g}i=ldig}} (1)
0
{agi={digintbigii={c.d} ()
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Veamos que la alternativa ( 1) no es posible.

Si {a,g1={d{g}} y {bigd}}={c.d},

en particular se tendria

{a,¢1={d{g}}

0 sea
(@=dnag ={g})v(@=1{4irng =d).
De donde

g ={p}va={g}

gue es un absurdo.

Esto indica que la alternativa ( 11 ) no es posible. Luego lo que es posible es la
alternativa (1) osea {a,¢} = {c,o} A {b{pd}}={d {¢}}. Dedonde se

tendria la proposicion a=cAb=d. Asi que se cumple la implicacion
(a,b) = (c,d)= a=cab=d. (¥

Seaahora a=c Ab=d. Esinmediato que (a, b) = (c, d). Luego
a=cab=d = (a,b)=(c,d). (**

De (*) y (**) se tiene la equivalencia (a, b) = (¢c,d) & a=caAb=d,
que era lo que queriamos demaostrar.

3.(a, @) = {{a}}

ELD
Demostrar : (a, a) = {{a}}
(1) (ab) ={{a}.{a b}} 2.4
(2 (aa) ={{a},{a a}} a/b 1
() {{a}.{a,a}} ={{a}} P
2(4) (a a)={{a}} 12,3

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que (a, a) = {{a}}.

@(a, a) = {{a},{a a}} (2.4).@ Pero {{a},{a a}} = {{a}},
(4 luego (a, a) = {{a}}.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que (a, a) = {{a}}.
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(a @) ={{a}.{a a}} (24). Pero {{a}.{a, a}} = {{a}},
luego (a, a) = {{a}}.

4. ae(a,b)?
(a, b) = {{a},{a, b}}. Claramente a ¢ (a,b).

5. (a,b) = @({a,b})

P ({a,b})= {4, {a},{b}.{a b}}
(a, b) = {{a},{a b}}

Claramente (a,b) c @ ({a,b}).

2. PRODUCTO CARTESIANO

2.6 Definicion AxB={(x,y)/ x eAAxeB}
Caracterizacion de los elementos de un producto cartesiano:
(X,¥) e AxB &> xeA AnyeB

Siempre es bueno conocer la negacién de una proposicién. ;Cuando una
pareja ordenada no es elemento de un producto cartesiano?

(x,y) € AxB < |(x eA AyeB)
o l(xeA)v |(yeB)
<~ xXgAv ygB

Ejemplo: Sean A= {12} y B={abc}
Entonces AxB = {1,2}x{a,b,c} ={(1,a) (1, b)(1,¢)(2,a) (2 b)(2c)}

Asi (1,c) e AxB yaque le AAleB
Pero (2,d) ¢ AxB yaque aunque2€A, dgB
Igualmente (3, b) ¢ AxB porque aunque beB, 3gA

A% = AxA, AxB se llama el producto cartesiano de A por B.
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Es claro que en general AxB = BxA (Véase el ejercicio 2.2 (2)).
2.7 Proposicibn AxB= 0 < A=OvB=Q

Demostracion : Sentido (=)

ELD,
Demostrar A= vB=0

Por RAA
(1) AxB= & P
(2) 1(A=TvB=0) P
©) 1(A=2)Al(B=0Q) DL 2
4) A+ AB=#J traduccion 3
(5) Ix: xeA A dy:yeB (4) y 1.6(ii)
(6) 3(x, y)e AxB traduccion 5
@) AxB # traduccion (6)
(8) AxB= O AAxB=J Al7

1,09 A=gvB=9 RAA 2,8

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(2) (3) (4)Supongamos lo contrario, es decir que A = & A B #J; (5) esto
implica que existen elementos x e y tales que xeA'y yeB 1.6(ii). (6) (7) O
sea que existe (x, y) tal que (X, y) € AxB, es decir AxB = & 1.6(ii). (8) Pero
esto contradice la hipotesis de que AxB = &.(9) Luego A=JvB =11,

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Supongamos lo contrario, es decir que A = & A B #J; esto implica que
existen elementos x e y tales que xeA 'y yeB. O sea que existe (x, y) tal
que (x, y) € AxB, es decir que AxB = . Pero esto contradice la hipétesis
deque AxB=0. LuegoA=JvB=¢ [,

El lector puede demostrar la otra implicacion.

2.8 Proposicién (i) Ax(BAC) = (AxB) N (AxC)
(ii) Ax(BUC) = (AxB) U(AxC)
(iii) Ax(B-C) = (AxB) — (AxC)

Demostracion (i)

UNIVERSDIDAD DE LA AMAZONIA FLORENCIA CAQUETA COLOMBIA



74 Relaciones

ELD
Demostrar Ax(BNC) = (AxB) N (AxC)
Traduccion (x, y) € Ax(BNC) < (X, y) €(AxB) N (AxC)

(X, y) € Ax(BNC) @ xeA Arye BNnC 2.6
< xXeA A (yeB AyeC) 1.11(i)
< (XeA AyeB) A (yeB A yeC) Adjuncion
< (X, ¥)e(AxB) A (X, y)e(BxC) 2.6
& (%, y) €(AxB) N (AxC) 1.11(i)

Demostracién de (ii) : Ejercicio
Demostracion de (iii):
ELD

Demostrar Ax(B-C) = (AxB) - (AxC)
Traduccion (x, y) € Ax(B—C) < (X, y)e(AxB) — (AxC)

(X, y) € Ax(B-C) < xeA AnyeB-C 2.6
< XeA A (yeB AygC) 1.16
< (xeAAyeB) AyeC p. asociativa

< (xeAAyeB) A (xeA AygC) Adjuncion
& (X, Y)e(AxB) A (X, y)&(AxC) 2.6
< (X, Y)e(AxB) — (AxC) 2.16

2.9 Proposicion (AxB) n (CxD) = (AnC)x(BND)
Demostracion :
ELD
Demostrar(AxB) N (CxD) = (ANC)x(BND)
Traduccién (x, y) e (AxB) N (CxD) < (X, y)e (ANC)x(BND)

(X, y)e(AxB) N (CxD) < (x, y)e(AxB) A (x, y)e (CxD)  1.11(i)

< (xeAAryeB) A (xeC AyeD) 2.6

< xeAaryeB AxeCayeD

< XeA A xeCAayeBAayeD ley conmutativa
< (xeA A xeC) A(yeB AyeD)

<> xeAnCaAayeBnD 1.11(1)

< (X, y)e(AnC) x(BnD) 2.6
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Asi como las proposiciones sobre conjuntos se pueden ilustrar a veces con
los diagramas de Venn, las proposiciones sobre productos cartesianos
también tienen su manera de ilustrarlos. Témese el ejemplo después de 2.6.
Al conjunto {1, 2} lo representaremos por 2 puntos colocados
horizontalmente :

- -

1 2
Al conjunto {a,b,c} lo
representaremos por tres puntos
colocados verticalmente y a la % -
izquierda y arriba del 1. 1 2
. 4, ¢} (2, €) Luego trazamos verticales por los
puntos 1 y 2y horizontales por
(1 b) (2 b) los puntos a, b y c. El punto donde
b ’ se corta la vertical de 1 con la
horizontal de b, representara al
2 (7, al (2, a) punto (1, b) y diremos que (1, b)
son las coordenadas de este punto.
I 2
Fig. 7

Otro ejemplo :

Sea A =[2, 10] o sea todos los reales entre 2 y 10 incluyendo a2y a 10.
Sea B = [3, 5]. En contraste con el ejemplo anterior en que {1, 2}x{a, b, c}
estaba representada por 6 puntos, AxB resultara representada por un nimero
infinito de puntos ( tanto A como B son conjuntos infinitos) que forman un
rectangulo, incluyendo el interior. (Fig. 8).

Si ahora tomamos RxR = R?, nos resulta el plano XY con el cual el lector
debe estar familiarizado. No obtenemos un rectangulo, sino un plano
infinito. Téngase presente que los conjuntos con los cuales formemos
productos cartesianos pueden ser todavia mas complejos de tal manera que
este tipo de representaciones no sean posibles.
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Figs Figd

Recordando las restricciones a que nos hemos referido, visualizaremos al
producto AxB por un rectangulo (Fig. 9).

Visualicemos por ejemplo la proposicién 2.9

B
CxD

E~D i
#2B (AxEWCxD)
B = (&) (Bl

F
Fta
Fig. 10

Estas representaciones son Utiles para ver que algo no es cierto.
EJERCICIO 2.2

1. AxB=BxA < A=0vB=OVvA=B
2A-xOANAXBcAXxC = BcC
3.AcB = AxCcBxC
4. ) (AxB)u(CxD) #(AuC)x(BuD)

(i) (AxB)u(CxD)c(AuC)x(BuD)
5. Es(AxB) - (CxD)=(A-C)x (B-D)?
6. Es posible que AN (B xC) = (AnB) x (ANC) # I, con A, B, C £ ?
Mejor dicho, existen A, B, C todos no vacios que cumplan esta propiedad ?
7. Es posibleque AU(BXC)=(AUB)X(AUC)#dyconA,B,C£J
?

8. Es posible que A-BxC)=(A-B)x (A-C)#J ycon A,B,C#J?
9.A’"(BxC)=(AnB)x(ANC)

10. (AxB) - C? =[(A-C) x B] U [A x (B-C)]

11. A?— (B x C) = [(A-B) x A] U [A x (A-C)]
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12. (A xB)’ = (A’xB’) U (A’x B) U (AxB’)
13.AnB#0 AC#J & (AxC)n (B xC)=J
14.C,D#Zd=[(CcAADcB)<CxDc AxB]
15.A,B,C,D#J = (AxB=CxD<A=CAB=D)
16. (AxB)Nn(A’xC)=  (use RAA)

17. Sea A = {(x, y) e R?/x* +y? Sl}.

Qué solido representaa (A — [0, 1]?) x [0, 1] ?

18. ( AxB)xC£Ax(BxC)
19.1)(BNC)xA=(BxA)n (CxA)
(i) (BuC)xA = (BxA)u (CxA)
(iii) B-C) x A = (BxA) - (C x A)
20. A x B ¢ PP AUB)

ACTIVIDAD PRACTICA - PROCESO IMITATIVO

1. AxB=BxA < A=0vB=JVvA=B

1.=)
ELD
Demostrar A=vB=JVvA=B

Por RAA
(1) AxB=BxA P
2) 1A= vB=0@vA=B) P
3) AOABOAA=B DL 2
4) AxB=AxB L
(5) A=B S3
(6) AxB=BxB 4,5
(7 BxA=BxA L
(8) BxA=xBxB 4,7
9) AxB=BxA 6,8
(10) AxB=BxAAAxB#BxA Al9

(1) A=vB=CdVvA=B RAA 2,10

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrarque A=vB=JVvA=B.
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(2) 3)Supongamaos lo contrario, es decir que A = J, B= &y A = B. (4)Sea la
certeza logica A x B = A x B . (5)6)Entonces A x B = B x B debido a que A
# B. (7) 8) Por la misma razén BxA # BxB.(9)De estos dos resultados se
tiene que AxB = BxA. (10)Pero esto contradice el supuesto de que AxB =
BxA. 11) Luego A= vB=JVvA=B

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrarque A=ZJvB=JVvA=B.

Supongamos lo contrario:
A, B0y A=B.
Sea la certeza ldgica
AxB=AxB.
Entonces
AxB=BxB
debido a que A = B.

Por la misma razon, B x A # B xB. De estos dos resultados se tiene que
A x B # B x A. Pero esto contradice el supuesto de que Ax B=B x A.
LuegoA=vB=JVvA=B

1. <)
ELD

Demostrar A=vB=vA=B=>AxB=BxA
(1) A=vB=JVvA=B P
(2) A=Q P, 1
3) AxB=OxB= U 2,2.7
4) BxA=Bx0=0 2,2.7
5) AxB=BxA 134
(6) A== AxB=BxA CP25
(7 B=Y P,1
(8) AxB=AxJd = 7,27
9 BxA=UxA= 7,2.7
(10) AxB=BxA 18,9
(11) B=ZJ= AxB=BxA CP 7,10
(12) A=B P,1
(13) AxB=BxB (12)
(14) BxA=BxB (12)
(15) AxB=BxA |13, 14
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(16) A=B= AxB=BxA CP 12,15
(17) (AxB=BxA) v (AxB =BxA) v (AxB=BxA) DS 1,6,11,16
(18) AxB=BxA DP 17

(19 A=gvB=0VvA=B => AxB=BxA CP 1,18
Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrarque A=JvB=JVvA=B => AxB=BxA.
(1ySupongamos que se cumple la disjuncion : A= vB=J v A=B.

) (3) 4) (5) (6)Si se cumple la alternativa A = &, debido a que AxB = IxB =
JyBxA=BxJ= O, entonces AxB = BxA.

(7) 8) (9) (10) (11)Si se cumple la alternativa B = J, debido a que AxB = AxJ
=y BxA=0xA = J,entonces AxB = BxA.

(12) (13) (14) (15) (16)Si se cumple la alternativa A = B, debido a que AxB =
BxB y BxA = BxB , entonces AxB = BxA.

(17) (18) (19) Por lo tanto, cualquiera sea la alternativa que se cumpla, el
resultado es que AxB = BXA.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrarque AxB=BxA < A=ZdvB=JVvA=B

=) Supongamos lo contrario: A= J, B= Oy A = B. Sea la certeza logica
A xB=AxB.Entonces A x B # B x B debido a que A = B. Por la misma
razén B x A = B xB. De estos dos resultados se tiene que A x B = B x A.
Pero esto contradice la hipotesisde que Ax B=B x A..

Luego A= vB=JvA=B.

<) Supongamos que se cumple la disjuncion A= vB=J v A=B.
Si A=, debidoaque AxB = ZxB= & yBxA=BxJ = J, entonces
AxB = BxA.

Si B =, debido a que AxB = AxJ = J y BxA = UxA = O, entonces
AxB = BxA.

Si A =B, debido a que AxB = BxB y BxA = BxB , entonces AxB = BxA.
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Por lo tanto, cualquiera sea la alternativa que se cumpla, el resultado es que
AxB = BxA.

2AxOAAxBcAxC = BcC
ELD

Demostrar Bc C
Traduccion: yeB=yeC

Q) AzQ P

(2) AxBcAxC P

(3) yeB P

4) Ixe A 1, 1.5(ii)

(5) (x,y) e AxB 4,3,2.6

(6) (x,y) e AxC 5,2

(7) yeC 6, 2.6

8 yeB=yeC CP 3,7
1(9) BgcC trad. 7, 1.3

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que Bc C .
3)Sea y € B. (4) Debido a que A = I, existe x e A(1.5(ii)). (5) Entonces
(X,y) e AxB (2.6). (6) Debido a que A x B A x C, (x,y) e AxC. (7) De

donde y e C (2.6). ) (9)Por lotanto B C. [

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que B < C . Seay € B.Debido a que A # &, existe
x € A(1.5(i1)).Entonces (X, y) € Ax B (2.6). Debido a que A x B < A x C,

entonces (X,y) e AxC. Dedonde yeC (2.6). Porlotanto, B C. []

3: AcB = AxCcBxC

ELD
Demostrar AxCcBxC
Traduccion : (x,y) e AxC = (x,y) e BxC

(1) AcB P
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(2) (x,y) e AxC P

(3) xe AnyeC trad.2,2.6
4) xeA S3

(5) XxeB 4,1

(6) yeC S3

(7) (x,y) e BxC 5,6,26
(8) (x,y) e AxC = (Xx,y) e BxC CP2,7
9 AxCcBxC trad. 8, 1.3

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que A x C < B x C.

@Sea (x,y)e AxC. 3)Entonces xe AAyeC (2.6). 4En particular
x € A. (55Como por hipétesis A c B, x e B. (6)De donde (x,y) e BxC. (7)
@)Luego AxCcBxC.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que A x C < B x C.

Sea (x,y)e AxC. Entonces xe AAyeC (2.6). En particular x e A.
Como por hipédtesis A < B, entonces x € B. Es decir que (x,y) e BxC.
Luego AxCcBxC.

4.(): (AxB)u(CxD)=(AuC)x(BuD)

A={2},Cc={3}, B={a,b}, D={a}
AuC={23}, BuD={ab}

(AUC)x(BuUD) ={(La),(1b),(2,a),(2,b),(3 a),(3b)}
AxB ={(1,a),(b),(2,a),(2,b)}

CxD={@3 a)}
(AxB)uU(CxD)={{a),(Lb),(2.),(2b),(3 a)}

Por lo tanto,

(AuC)x(BuD)# (AxB)u(CxD), ya que (3,b)e(AuC)x(BuD)
pero (3,b) ¢ (AxB)U(Cx D).

4(ii): AxB)u (CxD)c(AuC)x(BuD)
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ELD
Demostrar (AxB) U (CxD) c (AuC)x(BuD)

Traduccién: (x,y) e (AxB)uU(CxD)= (x,y) e (AuC)x(BuD)

(1) (x,y) e (AxB)u(CxD) P

(2) (x,¥y) e (AxB) v (X,y) e (CxD) 11, 1.21(ii)
(3) (xe AryeC)v(xeCayeD) 12,2.6

4) (xeAryeB)v xeC))a((xe AryeB)v yeD) I3, leydist.
(5) (XxeAvxeC) A(yeBv yeD) S 4 (ambos miembros)
(6) xe AUCA yeBuUD 15, 1.11(ii)
(7 (x,y) e(AuC)x(BuD) 16,26
8) (x,y) e (AxB)uU(CxD)=(x,y) e (AuC)x(BuD) CP1,7
1(9) (AxB)u(CxD)c (AuC)x(BuD) 18,1.3

5.Es (Ax B) — (C x D) = (A-C) x (B-D)? La respuesta es no.

A={2}, c={2}, B={ab}, C={c}
AxB ={(1,a),(b),(2,a),(2,b)}
CxD={(c),(2,0)}
(AxB)—(CxD)={(La),(Lb),(2,a),(2b)}
A-C=¢

B-D=8B

(A—C)x(B—D)=¢xB=¢

- (AxB)—(CxD) = (A-C)x(B—D)

6. SiJAB,Cx¢: ANn(BxC)=(AnB)x(ANC)=¢ entonces
V(X Y)((XY) e AN(BxC) <= (x,y) e (AnB)x(ANC)

Esto implicaria (X,y)e AAxeA y yeBAa(X,y)eB, lo cual no es
consistente con la definicién de producto cartesiano.

7. 1dem 8. ldem
9. ELD

Demostrar : AN (BxC)=(ANnB)x(ANC)
Traduccion : (x, y)eA’ N (Bx C) < (X, Y)e(AnB)x (AN C)
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(X, y)eA*N (BxC) & (X, y)e(AxA) N (B x C)

< (X, ¥)e(AxA) A(X, y)e(B x C) 1.11(1)
< (xeArye A A(xeBAayeC) 2.6
& XeArye AaxeBayeC
< Xxe ArxeBayeAnyeC Conm. AX.
< xeAnBaye AnC 1.11(i)
< (X,y)e(ANB)x(ANC) 2.6
10.
ELD
Demostrar (A x B) — C® =[(A-C) x BJU[A x (B-C)]
Traduccion (x,y) € (A xB)—C% < (X, y) e[(A-C) x B] U[A x (B-C)]
(X,y) eAxB-C?< (X,y) eAxB A (X,Yy)eC? 1.16
< (X, y) eAxB A (X y)gCxC traduccion
< (XeAAyeB) Aq[(x,y) €(CxC)] 2.6
< (xeAnyeB) Aq[xeC AyeC)] 2.6
< (XxeA nyeB) A [ (xeC) vq (yeC)]ley de Morgan
< (xeA ayeB) A (xgC v ye() traduccion
< [(xeA AyeB) A xgC] v[(xeA AyeB) A ygC] p.
distributiva
< [xeA A(yeB A xgC)] v[(xeA A(yeB A ygC)] p.
asociativa
< [xeA A (xgC AyeB)] v[xeA A(yeB A ygC] p.
conmutativa
< [(xeA A xgC) anyeB)] v[(xeA A(yeB A ygC] p.
asociativa
< (xeA-C AyeB) v (xeA AyeB-C) 1.16
< (X Y) e(A-C)xBv (x,y) e Ax (B-C) 2.6
& (%) €[(A-C) x B] U [A x (B=C)] 1.11(ii)
11.
ELD
Demostrar : A2— (B x C) = [(A-B) x A] U[A x (A-C)]
traduccion (x, y)e A= (B x C) < (x,y) €[(A-B) x A] U[A x (A-C)]
(x,y)eA? —(BxC)=>(X,y) e AxAA (X, Y) (BxC) 1.16

<(X,y) eAxAA(xgBvygC) traduccion
< [(X,y)eAxA)A ¢B] v [(X, y)eAxA) AyeC)] ley dist.
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< [(xeA Aye A)axgB]lv[(xe Arye A)Ay¢C)] Def. x
< [XeAn(yeArxegB)v[(xe Arye A)AygC)] p. asoc.
S[xeAr(xgBAyeA)]v [(xeArye A)AyzC)] p.Conm.
< [(xeArxgB)ayeA]v [xeA A (YeAaygC)] p. asoc.

< [xe(A-B)ayeAlv[x € A Ay e(A-C)] 1.16
< (X,Y)e[(A-B)xA]v(X,y) e [A x (A—C)] 2.6
<(X,Y) e[(A-B)xA]JU[Ax(A-C)] 1.14(ii)
12.
ELD
Demostrar (A xB) = (A'xB") U (A'x B) U (AxB")
Traduccion (x,y)e (A xB) < (X, y)e(A'x B") U (A"x B) U (AxB")
(X, y)e (Ax B) < (x,y)(AxB) Def. complemento
<((X,y) € AxB) traduccion
< l(xeAn yeB) traduccion
< | (xeA) A (yeB) ley de Morgan
oxXeA)ay¢B traduccion

<(xgAnygB)v(XxgAa yeB) v (xeAa ygB)  traduccion
< (xeA'AyeB)v(xeA A yeB)v(xe An yeB”) Compl.

& (X Y)eA'xB v (X, ¥)e A'x B v (X, y)e AxB’ 2.6
< (X, Y)e(A'™x B) U (A'x B) U (AxB") 1.11(ii)

13. AnBx0 AC20 & (AxC)Nn(BxC) =

=) ELD
Demostrar (A x C) n (B x C) #J
Por RAA
1H)ANBz2J P
2 Cz20 P
(3) AxC)n(BxC)=Y P
4) dxe AnB I 1, 1.6(ii)
5) xe AAXxeB I 4,1.11(1)
(6) dyeC I 2, 1.6(ii)
(7) xe AryeCAaxeB | 56
(8) xe AryeCaxeBayeC A7
9) A, y): (X, y) e AXxC A(X,y) e BxC I 8,26
(20) X, y): (X, y) e (AxC)n(BxC) 1 9,26
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(11) (A xC) (B xC) =2 | 10, 1.6(i)
12) (AxC)N(BxC)=TA(AxC)n(BxC)=z A311
1 (13) (AxC)N (BxC) =D RAA 3,12

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que (A x C) n (B x C) .

(3) Supongamos lo contrario, es decir (A x C) N (B x C) = J.@) (5) (6)
Debido a que, por hipotesis, AnB = y C =, existetn xe AnNB y
yeC (1.6(i1)). (7) ©®)De donde xeAAyeCAaxeBAayeC;@9o0 sea
(X,¥) e AxC A(X,y) e BxC (2.6). (10) Es decir (x,y) e (AxC)n(BxC);
11) lo que indica que (A x C) N (B x C) # (1.6(i)).(12) Pero esto contradice
la hipdtesis (A x C) n (B x C) = &J.(13) Luego, (A x C) n (B x C) #J.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Supongamos lo contrario, es decir (A x C) n (B x C) = &. Debido a que,
por hipotesis, ANB= y C=J, existen xe AnB y yeC (1.6(ii)).

De donde
xe AryeCaAaxeBAayeC;
Por lo tanto
(X,¥) e AxC A(X,y) e BxC (2.6).
Es decir

(x,¥) e (AxC)n(BxC);

lo que indica que (A x C) N (B x C) =& (1.6(i)). Pero esto contradice la
hip6tesis (A x C) N (B x C) = &. Luego, (A x C) n (B x C) #J.

o) ELD
Demostrar ANB#=J AC# I

1) (AxC)n (BxC)=J P
(2) A(x,y)e(AxC)n (B xC) 1, 1.6(ii)
3) X, y)e AxCA (X,y)eBxC 2, 1.11(i)
4) xe AryeCaxeBayeC 3,26
(5) xe ArxeBayeC S4
(6) xe ANBAyeC 5, 1.11(i)
(7) ANB=gpAC =g 6, 1.6(i)
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Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

<)Vamos a demostrar que ANB =g AC = ¢ .

(1) (2) Por hipétesis (A x C) n (B x C) =, entonces existe (X, y) tal que

X, ¥)e(A x C) n (B x C).). ®Es decir (x,y)e AxCA (X,y)eBxC; @40
sea Xxe AryeCaxeBAayeC. (5)De donde xe AAxeBAayeC, (6)y
xe AnB Ay eC(1.11(i)). (7) Pero esto significa que AnB=¢ y C#¢

(1.6(i)).
Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamosademostrar ANB#J AC#2J & (AxC)n(BxC)=J

=) Supongamos lo contrario, es decir que(A x C) N (B x C) = . Debido
a que por hipotesis AN B = y C = J, existen xe AnB y yeC
(1.6(ii)). De donde tiene que XxeAAyeCAaxeBayeC; o0 sea
(X,y) e AxC A(X,y) e BxC. De donde (x,y) e (AxC)n(BxC); lo que
implica que (A x C) n (B x C) #d. Pero esto contradice la hip6tesis de que
(AxC)n(BxC)=¢.Luego, (A xC)n (B xC)=#J.

<) Supongamos (A x C) n (B x C) # J, entonces existen X,y tales que
(X, y)e(A x C) n (B x C) (1.6(1)). Entonces (X, y)e Ax CA (X, y)eB x C;
0sea Xxe AAyeCaxeBAayeC. De donde xe AAxeBAayeC, es
decir, xe AnNBAyeC(1.11(i)). Lo que quiere decir que ANB=¢ vy

C =4 (L6(i)).

14 . ELD
Demostrar ( Cc AADcB)< CxDc AxB

(1) C,D=g P

=) (2) CcAADCcB P
3) Ixy: xeCayeD 1)
4 (x,y)e CxD trad.3, 2.6
5) xeA AyeB 3),(2)
(6) (x,y)e AxB trad.5, 2.6
(7 x,y)eCxD=(x,y)e AxB CP4,6
(8) CxDc AxB trad.7, 1.3

1,090 (CcAADcB)=CxDc AxB CP2,8

<) (10) CxDc AxB P

(11) CxDzU 1
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(12) 3 (x,y)e CxD 11, 1.6(ii)

(13) xeC AyeD trad.12, 2.6

(14) xeC S13

(15) yeD S13

(16) (x,y)e CxD trad.13, 2.6

17 x,y)e AxB (16), (10)

(18) xeA AnyeB trad. 17, 2.6

(19) XeA S18

(20) xeC = xeA CP14,19

(21) CcA trad. 2, 1.3

(22) yeB S18

(23) yeD = yeB CP 15,22

(24) DcB trad. 23, 1.3

(25) CcAADcB A21, 24
1, (26) CxDc AxB= CcAADCcB CP 10,25
1 (27) (CcAADcB)<CxDc AxB LB 9,26

B
4 =E
Cc=D
A
C

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

=) (1) Puesto que C, D = O, (2)(3)(4) sea (X, Y)e C x D, esto es, xeC A yeD;
(5)(6) Como, por hipétesis,C — A A D < B, entonces xeA AyeB, y (X,Y)e
AxB, (1)@ yporlotanto CxDc AxB.[],

<) Vamos a demostrar ahora Cc AA D < B.

(10) (11) (12) (13) (14) (15) (16) Puesto que C, D = I, sean xeC e yeD;
entonces (X, y)e C x D. (17) Debido a que C x D < A x B (hipdtesis),
entonces (X, y)eA x B; (18) estoes, xeA e yeB; (19) (20) en particular
X € A, cumpliendose, asi, la implicacion xeC = xe€A, (21) es decir C cA.
(22)(23)(24) Y por otro lado, debido a que también se ha llegado a la
conclusiéon yeB, la implicacion yeD = yeB también se cumple, y por
ende, el resultadoD = B. [,
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Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

=) Puesto que C, D # J, sea (X, y)e C x D, esto es, xeC A yeD; Como,
por hipotesis, C < A A D < B, entonces xe A A yeB, es decir (x, y)e A x B
y porlotanto, CxDc AxB.[],

<) Vamos a probar ahoraque Cc A A D < B.

Puesto que C, D = &, sean xeC e yeD; entonces (X, y)e C x D. Debido
aque C x D ¢ A x B (hipdtesis), entonces (X, y)eA x B; esto es, XxeA e
yeB; en particular x € A, cumpliéndose, asi, la implicacion xeC = xe€A,
es decir C cA. Y por otro lado, debido a que también se ha llegado a la
conclusion yeB, la implicacion yeD = yeB también se cumple, y por
ende, el resultado D = B. [,

15.A/B,C,D#d = (AxB=CxD&A=CAB=D)

ELD
Demostrar ( AxB=CxD<A=CAB=D)
(1) A B C, DO P
ELD
Demostrar A=CAB=D
(1) A,B,C,D#g P
(2Q)AxB=CxD P
ELD1
Demostrar : A=C
Traduccion: xe A< xeC
()A,B,C,D# g P
(2)AxB=CxD P
=)(3) xeA P
4) dyeB 1, 1.6(ii)
5) (x,y) e AxB 34,26
(6) (x,y)eCxD 15,2
(7) xeCanyeD trad.6, 2.6
(8) xeC S7
1,090 xeA=>xeC CP 3,8
<)(10) xeC P
(11) dyeD 1, 1.6(ii)
(12) (x,y)eCxD 10,11,2.6
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(13) (x,y) e AxB 112,2
(14) xe AryeB 13,2.6
(15) xeA S2
1,(16) xeC=xeA CP 10,16
(17) xeA=xeC LB 9,17
1 (18) A=C trad. 18, 1.1

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Demostremos que A =C

=) (3)Sea x e A. (4 Como por hipétesis B = & , 3y e B por 1.6(ii) . (5)
Entonces (x,y) e AxB (2.6). ®)Como A x B = C x D por hipotesis,
(x,y)eCxD.7) OseaquexeC y yeD.@) En particular x e C . (9) Por

lo tanto se tiene la implicacion
xeA=xeC (I)

<)o) Sea xeC. a1)dy e D (1.6(ii)) ya que por hipotesis D # . (12)
Entonces (x,y) e Cx D (2.6).@3)Por hipotesis A x B = C x D , luego

(Xx,y)e AxB.14) O sea quexe A y yeB. (15En particular xe A. (16)
Por lo tanto se tiene la implicacion

xeC=xeA (I

@nDe () y (I1) tenemosx e A< xeC, (18) esdecir A=C.

15. <) ELD
Demostrar : AxB=CxD
(1)AB,C,D=J P
(2) A=CAB=D P
(3) AxB=AxB L
1(4) AxB=CxD 14,2

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que Ax B =C x D.
(1)(2)@3) Sea la certeza légica

AxB=AxB (1)

(4) Como por hipotesis A=C y B =D, reemplazando en (| ) tenemos:
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AxB=CxD.
Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar la implicacion
A BCD#J= (AxB=CxD<A=CAB=D)
Demostremos A=C

—) Sea xeA. Por hipotesis B = & , 3y eB(1.6(ii)) . Entonces
(X,y)e AxB (2.6). Como A x B = C x D, por hipétesis, (x,y)eCxD.
Es decir quexeC y yeD. En particular x e C. Por lo tanto se tiene la
implicacion

xeA=>xeC (I)
<) Sea xeC.3ye D (1.6(ii)) ya que D # & por hipoétesis. De esto se
desprende que(x,y)eCxD(2.6) . A x B = C x D, por hipotesis |,

luego (x,y) € AxB . Esto implica quexe A y yeB. En particular x € A.
Por lo tanto se tiene la implicacion

xeC=xeA (I)
De (I) y (I1) tenemosx e A= xeC, equivalea A=C.[],
Demostremos que B = D (similar a la anterior demostracion)

=) Sea yeB. Por hipoétesis A = &, dxe A(1.6(ii)) . Entonces

(x,y) € AxB (2.6). Como A x B = C x D por hipétesis, (x,y)eCxD. Es
decir quexeC y yeD. En particulary e D. Por lo tanto se tiene la
implicacion

yeB=yeD (I)

<) Seaahora ye D. 3xeC (1.6(ii)) ya que D # & por hipdtesis. De esto
se desprende que (x,y)eCxD(2.6). Por hipdtesis A x B = C x D,
luego (x,y) € AxB. Esto implica quexe A 'y yeB. En particulary e B.
Por lo tanto se tiene la implicacion

yeD=yeB (Il
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De () y (I1) tenemosye B< ye D, esdecirB=D . ],
15. <) Vamos a demostrar que AxB =C xD.

Sea la certeza ldgica
AxB=AxB (1)

Por hipétesis A=C y B =D, yreemplazando en (I) tenemos:

AxB=CxD.
16. ELD
Demostrar Ax B) N (A’ xC) =
Por RAA
(1) (AxB)Nn(A’xC) = & P
(2) A(x,y) e (AxB)n(A'xC) 1, 1.6(ii)
(3) X, y)eAxB A (X,y)eA’x C trad.2, 1.11(i)
4) (xe AryeB)A(xe A'AyeC) trad.3, 2.6
(5) Xxe Arxe A S4
(6) Xxe ArXxe A trad.5, Def. compl.
(7)) (AxB)n(A’xC)=9Q RAA 1,6

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1)Supongamos lo contrario : (A x B) N (A’ x C) # . (2) Esto significa que
A(x,y) € (AxB)(A'xC) (1.6(ii)).(3) Es decir (X, y)e AXBA(X, y)eA’xC
(1.11(1)).¢)O sea (xe AryeB)A(xeA'AyeC)(2.6). (5\De donde
xe Arxe A'.(6)Es decirxe AAxg A; pero esto es una contradiccion.
(mLuego (AxB)N(A’xC)=J .

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Supongamos lo contrario : (A x B) n (A’ x C) # . Osea 3I(x,y) tal
que (X, y) € (AxB)(A"xC) (1.6(ii)). De donde (x, y)eAxBA(X, y)e A’xC
(1.11(i)); lo que implica que (xe AryeB)a(xe A'AyeC) (2.6). De
donde xeAaxeA'. Es decir xe AAxgA; pero esto es una
contradiccion. Luego (AxB) N (A’ xC) = .

17.Sea A= {(x, y)eR*/x? +y? < 1}. Qué solido representa a
(A— [0, 1]%) x [0, 1] ?
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1 (1,11
i
\ [D,l]xﬁ[[],l] " (4 —[0,11*y %[0, 1]

T

1, 1
% /IR RED T8

1. AxB)xC#Ax (B xC), yaque ((ab), c)=(a (b, c)) para
aeAbeB,ceC.

19. (i) .
ELD
Demostrar : BN C)x A=BxA)Nn(CxA
Traduccion : (X,y)e(BNC)x A< (X, ¥)e(Bx A)n(C x A

X, y)eBNC)xA=xe(BNC)ayeA 2.6

S (XeBaxeC)ayeA 1.16

&S xeBa(xeCayeA) Asoc. AX.

S XeBAayeAA(xeCayeA A

< (X Y)eBxAA(Xy)eCxA 2.6

< (X Yy)e(BxA) N (CxA) 1.11(i)
19.(ii)

ELD
Demostrar : (BUC) x A = (Bx A)uU (Cx A)
Traduccioén : (X, y)e (BUC) x A < (X,¥)e (BxA) U (C x A)

X, y)e (BUC) x A &xe(BUC)AyeA 2.6

oS (XeBvxeC)ayeA 1.11(ii)

S XeBayeAv(xeCayeA L. Dist.

< (X Yy)eBxAv(xy)eCxA 2.6

< (x,y)e(BxA)U(CxA) 1.11(ii)
19. (iii)

ELD

Demostrar : (B-C) x A = (BxA)—-(C x A)
Traduccion : (X, y)e (B-C) x A< (X, ¥)e (B x A) — (C x A)
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X, ¥)e (B-C)x A=xe(B-C)ayeA 2.6
&S xeBaxgCayeA 1.16
< xeBayeAaxegC Conm. AX.
oS xeBaye AaxgCaAyeA A
< (X yY)eBxAA(X,y)gCxA 2.6
< (X Yy)e(BxA)—(CxA) 1.16
20. A x B ¢ PPAUB)
ELD
Demostrar A x B < PP(AUB)
Traduccion (x, y) €A x B = (x, y)ePP(AUB)
1) xy) = {{x}, {xy}} P
(2 (x,y) eAxB P
3) xeA AnyeB trad.2, 2.6
(4) X} cAAly}cB 3
(5) {X} cAUB A {X,y} c AUB 4, 1.13(ii)
(6) {x}e P(AUB) A {X, Yy} e P(AUB) trad.5, 1.9
(M {{x}} <P(AUB) A {{X,Y}} < P(AUB) trad.6, 1.3
(8) {{x},{x, y}} = P(AUB) 7,13
9) {{x},{X, ¥} } € PP(AUB) trad.8, 1.3
(10) (X, y)ePP(AUB) 11,9
(1)) (x,y) eAxB= (X, y)ePP(AUB) CP2,10
(12) A xBc PP(AUB) trad.11, 1.3

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(2) Sea (x,y)eAxB, (3) esto es, xeAy yeB; (4) de donde{x}c Ay {y} < B.
(5) Ahora, como {x} < AUB Y {X, Yy} < AUB, (6) entonces{x}eP(AUB) y
{X, y}eP(AuUB); (7) lo que significa que {{x}}cP(AUB) y que {{X,
y}}cP(AUB); (8) De esto claramente resulta que {{x},{X, y}} < P(AUB), y
(9) por lo tanto {{x},{X, y}}ePP(AUB).(10) (11) Pero (X, y) = {{X}, {X,¥}},

luego (x, y)ePP(AUB). (12) Asi que A x B < PP(AUB) [

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea (x,y)eAxB, esto es, xeA y yeB; de donde {x}c Ay {y} < B.
Ahora, como{x}c AUB Y {X, y} < AUB, {x}eP(AuUB) Yy {X, y} eP(AUB);
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lo que significa que {{x}}cP(AUB) y que {{X, y}}cP(AuB). De lo
anterior claramente resulta que
{{x},{x, y}} = P(AUB),
de donde
{{X},{X, y}} € PP(AUB).
Pero

(X, y) = {{x}, {X, ¥}

Luego (X, y)ePP(AUB). Por lo tanto A x B < PP(AUB) [

3. RELACIONES

2.10 Definicidn : Se llama relacion de A en B a cualquier subconjunto
R de AxB,
R c AxB

Si A = B, se habla de una relacién en A. Claramente tanto & como AxB
son relaciones de A en B.

Ejemplo : R,= {(1, b), (2, b), (2,

c)} es una relacion de {1,2} en W
{a, b, cl. £

Y también es una relacion de
{1,2,3} en {a,b,c}.

Fig. 11

Otro ejemplo : R, = {(X, y) / y es el padre de x }, es una relacion en el
conjunto de todas las personas, relacion que podemos llamar ‘paternidad’.

Otro ejemplo :
R,= {(X,y)/ x*+y?*< 4} esuna
relacién en R
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Justificacion de la definicion:

Sean los conjuntos:

A = {Cervantes, Shakespeare, P. Neruda, G. Garcia Marquez }
B = {Otelo, La Gitanilla, Hamlet, Cien afios de Soledad, Dofia Barbara,
El Quijote, El rey Lear }

La relacion “X escribid la obra Y” entre los elementos de los conjuntos A
y B anteriores, nos permite formar parejas ordenadas tomando como
primera componente uno de los autores y como segunda una de las obras de
B que haya sido escrita por él. En otras palabras, podemos separar de A x B
aquellas parejas ordenadas cuya primera componente esta en la relacion
dada con la segunda, es decir, formamos el conjunto

{(X,Y) eAxB | Xescribio Y }
En el ejemplo este conjunto seria

R={(Cervantes, La Gitanilla), (Cervantes, El Quijote), (Shakespeare, Otelo),
(Shakespeare, Hamlet), (Shakespeare, El rey Lear), (G. Garcia M., Cien
afios de Soledad )}. Asi :

(Cervantes, Otelo) ¢ R <> Cervantes no escribio Otelo

De esta manera, a toda “relacion” dada en la forma usual entre los
elementos de los conjuntos, se le hace corresponder un Unico conjunto de
parejas ordenadas; por ese motivo podemos considerar que la relacion es en
realidad el conjunto de parejas ordenadas; ademas en casos como el del
ejemplo anterior, a partir del conjunto se puede intuir la relacion entre autor
y obra.

2.11 Definicion : La diagonal de A es el conjunto A , = { (X, X) / XeA }

Es claro que A, es una relacion en
A. El por qué del nombre “diagonal” A
queda claro en la siguiente
representacion (Fig. 12)

Fig. 12
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A, es larecta que pasa por el origen, formando un angulo de 45° con el eje
X. Eslarectay =x. }.

(3,3)
Ejemplo. Sea A= {1, 2, 3}, .
e
A,=1{(1,1),(22),@35,3)} e R
I

2.12 Definicion : 51 R={x/(x,y)eR paraalginy }
52 R={x/(x,y)eR paraalgin x }
[;lR es la primera proyeccion o dominio de R vy 52 R la segunda
proyeccion de R (Fig. 13).
Ejemplos : 51 R,={1,2}, 52 R,={b, c}, 51 R, = {x/xes persona }.
52 R,={y/yeselpadre },
p.Rs= PRy =[2,2]
PAL = PaAL=A
P, {(LD), (2b). (2.0)} = {12}, p, (123} = @.

Caracterizacion de los elementos de la primera y segunda
proyeccion

La primera proyeccion La segunda proyeccion
Los elementos de 51 R Los elementos de 52 R
XEElR < 3y: (X, ¥)eR ye EZR <3y (X, y)eR

X¢ HlR < (X,y) ¢R,Vy ye EZR < (X,y) ¢R, VX
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Por ejemplo, 1le HlRl debido a que (1,0) eR,. De la misma manera,

ce 52 R ya que (2,c)eR. Pero 3¢ 51 R, ya que ninguna pareja de la forma
(3,y) pertenece a R ;.

SiResunarelacionde AenB, p RcA y p,RcB.

PR rﬁ//ﬁf’

T,R
Fig. 13

En 2.12 no se exige que R sea una relacion, aunque para relaciones, es que
en especial se da esta definicion. Obsérvese que podriamos haber definido,
mas simplemente, “ una relacion” como cualquier conjunto de parejas; en
lugar de lo que hicimos en 2.10. Con esta alternativa también se puede
desarrollar la teoria de relaciones sin ninguna dificultad. Por razones
pedagdgicas, preferimos hacerlo del modo como lo hicimos.

2.13 Definicion: R™ = {(y,x) / (x,y)eR

Si R es una relacion, R~ se llama la relacion inversa de R y si R es
una relacion de Aen B, R™ es una relacion de B en A

Ejemplos: R, *={(b,1), (b,2), (c,2)},
R, " ={(x,y)/ yeshijodex }
R3 - AA - = AA

{(b,1), (0,2),3} 7 = {(L,b), (2,0)}
{1,2,3} ' =0

Caracterizacion de los elementos de R ™

(y,X) e R & (x,y)eR
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En la definicion de R~ no es necesario que R sea una relacion, como se
puede observar en este ejemplo.

En 2.13 no se exige que R sea relacion, aunque para relaciones se da en
especial esta definicion.

Gréaficamente R™ se puede A
visualizar de la siguiente manera :
A partir del rincon inferior
izquierdo del rectangulo AxB
(Fig.13) tracese una recta a 45° N .
con la horizontal A. Girese toda la ~ 7,7
figura 180° alrededor de esta recta, -H_R ‘
usandola como eje. R se e
transforma asi en R™*. En esta 5
transformacion y tomando A = B, p
A , permanece inmovil.

Fiz. 14

EJERCICIOS 2.3

1. Si A tiene m elementos y B tiene n elementos (m, n naturales); cuantas
relaciones hay de A en B? Sugerencia : considere P(AxB)
2.(i) p.(AxB) A A p, (AxB)#B
Sugerencia : Considere A = J, yluego B=9
(ii) [B#D = p,(AxB)=A] A [A%D = p,(AxB)=B]
3.[AxB] 7 = BxA
4. R = & ARrelacion = R=g
5.()) ( R™)™ # R. Considere R= {(1,3), (4,5), 9}
(i) (R7)'cR
(iii) Rrelacion = (R™*)™" =R
6.RcS= R'cS*
7.() (R) "< (R™) (Tomando como complemento a ( 51 RuU 52 R)Z.)
(i) R relacion = (R™) = (R) ™
8.() pR=p,R"
(i) p,R= p,R™
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9@ RNnS)™ =R*'nS™
(i) (RUS)™ =R1'us™
(iii) R-S) * =R*'-S"
(iv) RcS = R'cS*!
10, p(R)= & #£ R=@ Considere R= {1, 2, 3}

11.() p, (RAS)c p, (R) A p,(S)
(i) p,(RUS)= p, (R)U p, (S)
(i) p, (R=S) 5p, (R) = p, (S)

(iv) Cada una de las tres proposiciones anteriores, cambiando p, por p, .
12. Encontrar A y B tales que (PPPP@) ™" = (AxB) U (AxB)

ACTIVIDAD PRACTICA - PROCESO IMITATIVO

1. AAxB) es el conjunto de subconjuntos de AxB. Cada uno de estos

subconjuntos es una relacién de A en B. Por lo tanto, el niumero de
relaciones de A en B viene dado por la formula :

N(PAxB)) = 2"",

donde n es el namero de elementos de A y m es el nimero de elementos de
B.

2. (i)
ParaB =@, p, (AxB) = p, (AxD) = p, (D)= D = A
Para A=, p, (AxB) = p, (IxB) = p, (¥) = D #B

2 (i)
ELD
Demostrar p, (AxB)=A
Traduccion xe p, (AxB) & xeA, VX

(1) Bxgd P
-=)(2) xe p, (AxB) P

3) (X, y)eAxB p.a.y trad.2, 2.12

4 xeA nyeB trad.3, 2.6
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) xeA s4

6) xe p, (AxB) = xeA CP25
<)) xeA P

®) Jy:yeB (1) 1.6 (ii)

9) xeA nyeB AT78

(10) (x, y)eAxB trad. 9, 2.6

(11) xe p, (AxB) trad.10, 2.12

(12) xeA = xe p, (AxB) CP 7,10

(13) xe p, (AxB) < xeA LB 6,11

(14) 51 (AxB) = A traduccion 12

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(2) Sea xe p,(AxB). 3) Entonces (x, y)eAxB para algin yeB (2.6). 4)O

sea que xeA y yeB. (5En particular xeA. (6) Por lo tanto, se tiene la
implicacion

xe p, (AxB) = xeA. (I)

(7) Ahora supongamos que xeA. (8) Como B= J, existe yeB (1.6(ii)). (9)(10)
Entonces podemos construir la pareja ordenada (X, y) e AxB(2.6); (11) lo que
significa que xep,(AxB) (2.12). (12) Por lo tanto también se tiene la
implicacion

xeA = xe p, (AxB) . (Il)
@3)De (1) y (1) se tiene la equivalencia xe 51 (AxB) < xeA,; (14) Es decir

p. (AxB) = A
Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea xe p,(AxB). Entonces (x, y)eAxB para algin yeB (2.6). O sea que
xeA'y yeB. En particular xeA. Por lo tanto, se tiene la implicacion

xe p, (AxB) = xeA. (I)
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Ahora supongamos que xeA. Como Bz O, existe yeB (1.6(ii)). Entonces
podemos construir la pareja ordenada (x, y)e AxB(2.6); lo que significa
que xep, (AxB) (2.12). Por lo tanto también se tiene la implicacion

xeA = xe p, (AxB) . (Il)
De (1) y (I1) se tiene la equivalencia xe 51 (AxB) < x€A; Lo que equivale
a p, (AxB)=A

3. ELD
Demostrar [AxB]"'=Bx A
Traduccion (y, X)e [AxB] ™" < (y, X)eB x A

(1) P
(y,X)e [AxB]™" & (x,y)eAxB 2.13
& XxeAnyeB 2.6
&SyeBaxeA Conm. AX.
< (y,X)eBx A 2.6
4, ELD
Demostrar R =
Por RAA
1 R*'=@ P
(2) Rrrelacién P
3) R+ P
(@) 3y, Yo): (Xo. Yo)eR  (2).(3) 1.6 (ii)
(5) (Yo, X,)eR™ trad.4, 2.13
(6) R'# @ 5, 1.6(ii)
) R'=AR2% Y Al,6
7 (8) R =0 RAA 3,7

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(3)Supongamos lo contrario; es decir R = . (4) (5)Debido a que R es una
relacion, existe al menos un par ordenado (X,, y,) tal que (x,, y,)€R, es

decir, tal que (y,, X,)e R™; (6)lo que implica que R "= @& (1.6(ii)). (7)Pero
esto contradice la hipdtesis de que R = . 8)Luego R = &.
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Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Supongamos lo contrario; es decir R # . Debido a que R es una relacion,
existe al menos un par ordenado (x,, y,) tal que (x,, ¥,)€R, es decir, tal

que (Y,, X,)e R™; lo que implica que R™ = @ (1.6(ii)).. Pero esto
contradice la hipotesis de que R™ = &. Luego R = &.

5.() (R*)™*=R. Sea R={(13),(45),9}
R ={3D.(64)}
R ={(13),(45)}. Claramente (R™)™ =R

5. (i) . ELD
Demostrar (R™*)™* <R
Traduccion (x,y) e (R™) ™" = (x,y) eR

1) (xy)e(R™)™ P

(2 (y,x)eR™ trad.1, 2.13
3) (x,y)eR trad.3, 2.13
@) (xy)e(RM)"=(xy)eR CP13
6G) RYHY*'cR trad. 4, 1.3

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

@mSea (x,y) € (R™) ™. Por definicion de relacion inversa, (y, X)e R™.
3) Nuevamente por 2.13 (x, y)eR . @) G)Por lo tanto (R™) ™" = R.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea (x,¥)e(R™)™. Por definicion de relacion inversa, (y, x)e R™.
Nuevamente por 2.13 (x, y)eR; y por lo tanto (R™*)™ cR.

5. (i) . ELD
Demostrar (R*)™* =R
Traduccion (R*)*cR A Rc(RH™

(1) Rrelacion P
@) (x,y)eR P
(3) (y,x)e R™ trad.2, 2.13
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(4) (x,y)e(RH)™ trad.3, 2.13
(5) (X, Y)eR=(x,y)e(RH)™* CP1,3
6) Rc(RH™ trad. 5, 1.3
(7) RH*cR Ejercicio 2.3 (5(ii))
@) (RYH*cRARc(RY™ A6,7
1@ (RH=R trad.8, 1.4(ii)

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que (R™)™" =R.

1) () Como R es relacién, sea (x, y)eR.(3) Por definicion de relacion inversa,
(y, X)e R™. @Nuevamente por 2.13, (x,y) €(R™)™; ) (6) y por lo tanto
Rc(RM)™. @Por Ejercicio 2.3 (5(ii)), (R")™cR. @ ©Por la
proposicion 1.4(ii) tenemos (R™') ™ =R.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que (R*)™* =R.

Como R es relacion, sea (X, y)eR. Por definicion de relacion inversa, (y,
X)e R™'. Nuevamente por 2.13, (x,y)e(R™D™; y por lo tanto
Rc (R™)™. por Ejercicio 2.3 (5(ii)), (R™)™ < R. Por proposicon 1.4(ii)
tenemos que (R™)™" =R.

6 ELD

Demostrar R*c S™
Traduccion (y, X)e R™ = (y, X)e S

(1) RcS P
(2) (y,x)e R™ )
3) (x,y)eR trad. 2, def. R inversa
4) X, y)eS ), (1)
®) (y,X)e S traduccion 4
(6) (v, x)eR™ =(y,x)e S™ CP25
0(7) RMes™ traduccion 6

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

@Sea (y,X)e R™. 3) Entonces (x, y)eR (2.13). 4) Por hipotesisR c S,
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por lo tanto (X, y)eS; (s)lo que implica que (y, X)eS™(2.13). (6) (7)Luego
R*'csS™

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Sea (y, X)e R .Entonces (X, y)eR (2.13). Por hipdtesis R — S, por lo tanto

(x, y)€S; lo que implica que (y, X)eS *(2.13). LuegoR <= S™.

7.(i). ELD
Demostrar (R)™" < (R™)’
Traduccion (y,x) e (R) " =(y,x) e (R™)’

) (y,x) e(R)™ P

(2) (X, y)e R’ 1.1,2.13

3 (x,y)¢R 1.2, Def. compl.

(4) T((xy)eR) traduccion.3

() T((y.xeR™) trad.4, 2.13

(6) (y,x)gR™ traduccion 5

) (y,x)e(R™) traduccion 6

@) (v, x)e(R) = (y,x)e(R™) CP1,7
709 R)YT<(R™Y) trad.8, 1.3

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar (R)™ < (R™?)'.

@mSea (y,x) e (R)™. (2Por definicion de relacion inversa, (X, y)eR'.
(3)Esto significa que (x,y) ¢ R ;@) () 6) y por lo tanto (y,x) ¢ R™ (2.13); (7)
de donde (y,x) € (R™)".8) 9 Asi que (R)* < (R™)".

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar (R)™* < (R™)".

Sea (y,x)e(R)™. Por definicion de relacion inversa, (x, y)e R’. Esto
significa que (x,y)¢R; y por lo tanto (y,x)¢R™ (2.13); de donde
(y,x) e(R™)". Asique (R)* < (R™).
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7 (i)
ELD
Demostrar (R™") =(R)™
Traduccion (y, x)e(R™) < (y,x)e(R) ™

(1) R relacion P
(2) Rc AxB p.a. Ay B conjuntos Trad.1,2.10
=)(3) (v, x)eR™) P
4) (y,x) g R™ trad. 2, def. compl.
(5) (x,y) £R (4)
(6) (X, y)eR’ trad. 5 def. compl.
() (v, x)eR)™ 6,2.13
1,8 (v, 0eRT) = (v, x)e(R) ™ CP 3,7
<(9) (v, e(R)™ P
(10) (X, y)eR’ trad. 9, 2.13
(11) (x,y) R trad.10, Def. compl..
(12) (y,x) gR™* trad. 11, 2.13
(13) (y,x)e (R trad. 12 def. compl.
0,(14) (v, x)eR) ™ =, x)e (R CP 9,13
[ (15) (y,X)e(R™) < (Y, X)e(R) ™ LB 8,9

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

=) @) ) 3)El hecho de que R sea una relacion garantiza que los elementos
de R sean parejas ordenadas. Asi que sea (y, X)e(R™)".¢4) De donde (y,
X)¢R™; (5) lo que implica que (X, y) ¢ R (2.13). (6) Es decir (X, y)eR". (7)
Ahora, por definicion de relacion inversa, (y, X)e(R) .8 Con esto se ha
demostrado la implicacion

(v, ¥)e(R™) = (v, )eR)™ (1)
«<)©Sea ahora (y, x)e(R) *.@oEntonces (x, y)eR™ (2.13);a1) y (X, Y)&R;

(12) de donde (y, x) ¢R ™ (2.13); (13) y por lo tanto (y, X)e(R ™). 14)Asi que
también se tiene la implicacion

v, ¥)eR) " = (. x)eR™) (1)

asyDe (1) y (11) setiene (y, X)e(R™) < (y, X)e(R)™; @6) lo que
equivalea (R™) =(R")™".0J
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Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

=) El hecho de que R sea una relacion garantiza que los elementos de R
sean parejas ordenadas. Asi que sea (y,X)e(R™)". Entonces (y,x)¢R*; lo
cual implica que (x,y) ¢ R (2.13). Es decir (X, y)eR". Ahora, por definicion
de relacion inversa, (y, x)e(R)™. Con esto se ha demostrado la
implicacion

v, x)eR™) =, x)e®R)™ (1)

<) Sea ahora (y, X)e(R") . Entonces (x, y)eR" (2.13); de donde (X, y)¢R;
es decir (y, x) ¢R™ (2.13). O sea (y, X)e(R™*)".De donde se tiene la
implicacion

v, )eR) ™" =@, x)e (RT) ()

De (1) y (1) se tiene la equivalencia (y, X)e(R™) < (y, X)e(R)™; o
sea R™) =(R) .1

8 (i) ELD
Demostrar p,R= p,R™
Traduccion xe p, R < xe p, R™, Vx

Xe ElR<:>(x,y)eR pay. 212

< (y, X)eR™ 2.13
< xep,R™ 2.12
8. (ii) ELD

Demostrar p, R= p,R™
Traduccion ye p, R<ye p,R™, Vy

ye 52 R< (X,y)eRpax 212
< (y,X)eR™ 2.13

Sye 51 R™ 2.12
9 (i)
ELD

Demostrar (RNS)*=R*nS™
Traduccion (y,x) € (RNS) < (y,x)eR*nS™
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(v, X)e (RNS)'e(x,y) e (RNS) 2.13
< (X Y)eRA (X, y)eS 1.11(1)
< (Y, X)eR™T A (X, y)eS™ 2.13
& (Y, X)eR*TnS™ 1.11(i)
9. (ii) ELD

Demostrar (RuS)*=R*uS™
Traduccion (y,x) e (RuS)'e(y,x)eRTuUS™

(y,X)e (RuUS) <= (X, y) e (RUS) 2.13
< (X, Y)eR v (X, y)eS 1.11(ii)
&y, X)eR™7Mv (X, y)eS™ 2.13
& (Y, x)eRTUS™ 1.11(ii)
9.(iii) ELD

Demostrar (R-S)'=R*'-S™
Traduccion (y,x) € (R=-S)*<(y,x)e R*'=S™

(y,X)e (R=S)' ' (x,y) e (R=S) 2.13
S X Y)eRA (X y) ¢S 1.16
<Y, X)eRTA (X, y) ¢St 2.13
& (Y, X)eR'=8" 1.16

10, p(R)= & #£ R=& Considere R={1, 2, 3}
p.123}=¢, y 123}
11. (i)

: ELD

Demostrar El(RmS)g ElRm 518

Traduccion xgpl(RmS) =Xe ElRm 518

) xe p,(RAS) P

2 (X,y)eRNS pay 1,212

3) (X,¥y)eRA (X,y) €S trad.2, 1.11(i)
) xepRAXep,S trad.3, 2.12
©) xep,RAP,S trad.4, 1.11(j)
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6) xep,(RNS)=xep,RAP,S CP15
() pARAS)c p,RAP,S trad. 6,1.3
Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que El(R NS) c 51 RN 51 S.
(1)Sea x gpl(RmS).(z) Entonces (x,y) e RNnS p.a.y (2.12),(3)0 sea
(X, ¥)eRA (X,y) €S. @©EPor2.12, xe 51 RA Xe 518 con lo que
xep, RAP,S.
@mLuego p,(RNS)c p,RAP,S.
Demostracién en lenguaje formal sin la uda del ELD
VVamos a demostrar que El(R NS)c 51 RN 51 S.
Sea xgpl(RmS). Entonces (x,y) e RNS p.a.y(2.12),y (X,y)eRA
(X,y)eS.Por2.12, xe ElR/\ X e 518 y por lo tanto x e ElRmElS .
Luego p,(RNS)c p,RAP,S.
11(ii). ELD
Demostrar El(RuS) = 51 Ru 518
Traduccion:  x gpl(RuS) S Xe 51 Ru 513

xe p,(RUS) < (x,y)eRUS  pay 212

S (Xy)eRv(Xy) eSS 1.11(ii)

@XEF;RVXE[;;S 2.12

o xep,RUDPS 1.11(ii)
11. (iii) ELD

Demostrar ElR— ElS c El(R—S)
Traduccion x e [;lR— 515 = Xe El(R—S)

) Xxep,R-p,S p
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@) xep,RAXE P, S 1,1.16

3) (X,y)eRA (X,y)2S pay trad.2, 1.12

4) (X,y)eR-S trad.3, 1.16

) xe p,(R-S) trad.4, 2.12

6) xep,R—p,S=xep(R-S) CP 15
() pR-pScp(R-S) trad. 6, 1.3

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que p, R—p,S < p,(R-S).

(1) Seax e 51 R- Els , (2) entonces X e 51 RAXg Els (1.16). (3)Estoes
(X,¥) e RA(X,y) ¢ Sparaalginy (2.12); (4) es decir, (x,y)e R-S;@) lo

que equivale a x e EI(R—S) (2:12).(6)(m)Asi que 51 R-— EIS c El(R—S).
Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que ElR— Eng Hl(R—S). Sea x € EIR— 518,
entonces X e ElR/\xe Els (1.16). Esto es (x,y)eRA (x,y)2S p.ay
(2.12). Lo que equivalea (x,y) e R—-S y xe El(R—S)(Z:lZ). Asi que
p,R-p,Sc pl(R_S)'
11 (iii)
ELD
Demostrar 51 (R) - El(S)c El(R—S)

—

Traduccionx € P, (R) - 51(8):>XG El(R—S)

1) Xxe p,(R)-p,(S) P

@) xe p.(R)Axe p,(S) trad.1, 1.16
3) X, Y)eER A (X, y) ¢S p.a.y. trad. 2, 2.12
(4 (X, y)eR-S trad. 3, 1.16
) xe p, (R-59) trad. 4, 2.12
6) xep, (R)= p, (S)=xep, (R-S) CP15
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9 p (R - p.(S)c p, (R-S) traduccion 6

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1Seax € 51 (R)- 51 (S). @Entonces x € El(R)/\x ¢ 51(8), por
(1.16).(3) De donde (X, y)eR A (X, y) ¢S paraalgin y.(2.12) (4) Pero esto es

lo mismo que (X, y)eR — S (1.16).(5)De donde x e 51 (R=1S), por (2.12).
(6) con lo cual se ha demostrado la implicacién

xe p,(R)-p,(S)=xe p,(R-9).
U] O sea Py (R)_ Py (S)C pl(R_S)'D
Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Seaxe p, (R)—p; (S).

Entonces

xep (R)axe p,(S) (1.16).
Esto implica
(X, Y)eR A (X, y) ¢S paraalginy.(2.12)

Lo que equivale a (X, y)eR — S (1.16).De donde x € 51 (R-19) (2.12).
Con lo que se ha demostrado la implicacion

xe p(R)-p,(S)=xe p,(R-9).

Osea p,(R)- p,(S) = p, (R=9).[1

4. COMPOSICION

La operacion de componer relaciones se entiende facilmente si estas se
escriben en forma tabular. Sea R = {(1, 8), (2,9), (2, 10)} y S = {(7,12),
(8,12), (8,13), (9,14)}.
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Compare los segundos elementos
de R con los primeros de S.
Cuando sean iguales (los Unicos
son 8 y 9), formense parejas con
los primeros elementos
correspondientes de R y los
segundos de S. La nueva relacion
que asi se forma se llama la
composicion de Ry Sy se denota
por SoR.

3 Sl

5. 7|1z 1]12

g. -1z 1]13

10 B | 13 2|14
"ol 14

El por qué escribimos SoR en lugar de SoR, que parece mas natural,
quedara claro cuando hablemos de composicion de funciones (Seccién 2,

capitulo I11).

Refiriendonosa R, en 2.10, R, oR; es la relacion “ser abuelo de”.

2.14 Definicion : SoR ={(x,y)/ 3z((X,y) €R A(z, y)eS}

La definicién anterior no exige que R y S sean relaciones! Aunque para

relaciones es que en especial se da.

Caracterizacion de los elementos de SoR

(X, ¥)eSoR < 3z((X,2) eR A (z,y)eS)

Negacion de (x, y)eSoR

(X, ¥Y)2SoR <7 (32)((X, 2) eR A(z, y)€S)
< No existe z tal que (X, z) eR A (z,y)eS
< (V) [(x, 2)gR v (z,y)£9]

X, )R v (z, ¥) ¢S <[((X, 2)2RA(z, ¥)€S) v (X, Z )eRA(z, ¥)5S) v ((X,

2)ZRA(z,y) ¢ S)]

Ejemplo: Sean R={(1,4) (2,4) (3,5)}
S={(4,5)(47)(5,2)}

Determinar SoR.
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(1,4)eR A (4,5eS = (1,5e S°R
1,4)eR A4, 7eS = (1,7)e S°R
(2,4)eRA(4,5eS=(2,5e SR
(2,4)eR A (4, 7)eS = (2,7)e S°R
(3,5 eRA(5,2) eS=(3,2)e S°R

Entonces  SoR ={(1,5), (1, 7), (2,5), (2, 7), (3, 2)}

(1,2)¢SoR porque (32)((1, 2)eR A (z, 2)€S) . (1, 4)eR , pero (4, 2) ¢S
Hallemos ahora RoS.

(3,5)eR A (5,2) eS= (3,2)e SoR

Ro S tiene solamente un elemento.

Por lo tanto RS ={(3, 2)}. Engeneral SoR # RoS.

2.15 Proposicion : SoR es una relacion

2.16 Proposicion : (i) To(SoR)=(ToS)oR
(i) (SoR)*=R'loS™

Demostracion de (i):
ELD

Demostrar To(SeR) = (ToS)oR
Traduccion (X, y) €To(SeR) < (X,y)e(ToS)oR

(X,y)eTo(SeR)<=>32((X,2)eSRA(z,y)eT 2.14
< 3Jz(Iw((x,w)eRA(W,2)eS)A(z,y)eT) 2.14
<3Jz(Iwx,w)eRATW(W,2)eS)A(Z,y)eT)
<3z (Iw (X, Ww)eR A (Fw (W, 2)eS Az, y)eT)) p. Asoc.
< Iw((X,w)eRA(W,Y)eToS) 2.14
<(X,y)e(ToS)oR 2.14

Demostracion de (ii)
ELD

Demostrar (ScR) " = R'oS™
Traduccion (y, X) €(SeR) "< (y,X)e R oS™
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(y,X) €(SeR) "< (X, y)e SoR
< 3z((X, 2)eR A (z,¥)eS)
<3z (@z,X)eR™ A(y,2)eS™)
<3z((y,2)eS™ A(z, X)eR™)
& (y,X)e R1oS™

EJERCICIO 2.4

1.Ro@=0oR=0
2.{1,2}{1,2} =7
3.RcAxB =A;oR=R A ReA,=R
4.()) p,(S°R)cp,R

(ii)p,(S=R) < p,(S)
(ii)p,R = p,S = p,(S°R)= p,R
5.2.15
6.(1) SUT)oR = (SeR) U (T°R)
(ii) SN T)eR < (S°R)n (T=R)
(iif) (S—=T)oR 2(S°R)—-(T°R)
7. ¢Que es (AxA)o (AxA) ?
8.() AnB=UJ = (AxB)-(AxB) = AxB
(i) ANB=Y = (AxB)o(AxB) =9
(iii) B=#d = (BxC)o(AxB)=AxC

2.13
2.14
2.13

Conm. Ax.

2.14

ACTIVIDAD PRACTICA - PROCESO IMITATIVO

1. Ro@=FoR=0

ELD

Demostrar Re @ =&
Por RAA

1) Roe@# &

2) (X0, Yo): (Xg,Yo)ERD
B) Fz((X,,2)eDA(z,y,)eR)
(4) (X, 2)eD

(5) & tiene elementos
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(6) & no tiene elementos P 1.6 (i)
(7) & tiene elementos A & no tiene elementos A 5,6
(8) Ro@=0 RAA 1,4

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1)Supongamos lo contrario; esto es, RoJ = J.(2) Entonces, por 1.6 (ii),
existe un par ordenado (X,.y,) tal que (x,,y,)eRo;@3)lo que implica que

(X,,2)eDd Yy (z,¥,)eR para algin z (2.14). 4) 5)En particular (x,,z)ed, lo
cual quiere decir que & posee elementos, al menos tiene la pareja (X ,,z). (6)

(7) Pero esto contradice el teorema 1.6 (i) que dice que el conjunto vacio no
tiene elementos. (8) Luego RoJ = .

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Supongamos lo contrario; esto es, R0 J = . Entonces , por 1.6 (ii), existe
un par ordenado (x,,y,) tal que (X,,y,)eRod; lo que implica que

(X,,2)eDd Yy (z,Y,)eR para algun z (2.14). En particular (x,, z)ed, lo cual
quiere decir que & posee elementos, al menos tiene la pareja (x,,z). Pero

esto contradice el teorema 1.6 (i) que dice que el conjunto vacio no tiene
elementos. Luego R & = .

(Similar para demostrar JoR = O).

2.{1,210{1,2} =7

ELD
Demostrar {1,2}-{1,2} =Q

Por RAA
1) {1,2}0{1,2} # & P
(2) A(x,y)e {1,2}0{1,2} 2,2.14, 1.6(ii)
3) Jz((x,2)e {1,2} A (z,y)e{l,2}) trad.2,2.14
4) (x,2)e {1, 2} S3
(5) X,2)=1v (X,2)=2 4

1(6) {1,2}04{1,2} = RAA 1,5
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Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1)Supongamos lo contrario, es decir, {1, 2}0{1, 2} # & . (2 Entonces
existe (x,y)e {1,2}0{1, 2} (2.14,1.6(ii)); 3) de donde 3 z((x, 2)e {1, 2}y
(z, y)e{1, 2}) (2.14). »En particular (x, z)e {1, 2}; (5)lo que implica que
(X,2)=16 (x,z)=2, queesunabsurdo. (6) Luego, {1,2}0{1,2} = .[]

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Supongamos lo contrario:
{1,2}0{1,2} # J.
Entonces existe (x, y) tal que
(x,y)e {1,2}o{1,2}, por (2.14,1.6(ii)).
Lo que implica que existe un z :
(x,2)e {1,2} y(z,y)e{1, 2}), por (2.14).

(x,2)e {1, 2};

En particular

lo que implica que

(x,2)=16 (x,2)=2,
que es un absurdo.
Luego,

{1,2}0{1,2} =0 .[1

3.RcAxB =A;oR=R A ReA,=R

ELD
Demostrar A, c R= R A RoA,=R
Traduccion (X, y)eA,; e R< (X, ¥)eR
(1) RcAxB P

ELD1
Demostrar A, o R= R

Traduccion (X, y)eA; c R< (X, ¥)eR

(1) RcAxB P
=)(2) (X, y)eA; o R P
3) dz((X,2)eRA(z,y)eA;) | 2, def. de compuesta
4) (z,y)eA, S3
(5) z=y traduccion 4
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(6) (x,2)eR S3
(7 (x,¥)eR 15,6
1,8) (X, y)eA; o R=(x,y)eR CP2,7
<)(9) (x,y)eR P
(10) (v, y)ed, P (1)
(11) (X, Y)ER A (Y, Y)eA, A10,9
(12) (X, y)eA; o R traduccion 11
1,(13) X, y)eR=(X,y)eA; o R CP 9,12
(14) x,y)eA; o R< (X, y)eR LB 8,13
1(15) Az R=R traduccion 14

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

)Sea (X, y)eA, o R.3)por definicion de compuesta, existe z tal (x, z)eR y
(z, y)eA, para algun z.(4)En particular (z, y)eA; . (5)De dondez =y (2.11).

(6)(7)Reemplazando este valor de z en (X, z)eR se obtiene (X, y)eR, (8)
dandose la implicacion

(X, y)eAg o R=(x,y)eR (1)

(9) Sea ahora (X, y)eR. (10) (11) Como R es una relacion de A en B, se tiene
(y, Y)eA, y también la conjuncion (x, y)eR A (y, Y)€A; .(12) Pero esto

significa que (X, y)eA; o R, (13)cumpliéndose la implicacion
(X, y)eER=(X,y)eA; o R. )

@4)De (1) y (I1) se tiene la equivalencia (X, y)eA; o R < (X, y)eR.
(150seaA; o R= R.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea (X, y)eA; o R.Por definicion de compuesta, existe un z tal que (X, z)eR
y (z, y)eA, para algin z. En particular (z, y)eA,.De dondez =y (2.11).
Reemplazando este valor de zen (X, z)eR, se obtiene (x, y)eR, déandose
la implicacién

(X y)€Aso R=>(x,y)eR (1)
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Sea ahora (X, y)eR. Como R es una relacion de A en B, se tiene (y, y)eA,
y también la conjuncion (x, y)eR A (Y, y)€A ;. Pero esto significa que (X,
y)eA; o R, cumpliendose la implicacion

X, Y)eR=(X,y)eA; o R. (1

De (1) y (1) se tiene la equivalencia (X,y)eA; o R< (X, y)eR.
OseaA; o R=R.
4. (i) ELD

Demostrar 51 (S°R) c 51 R

Traduccion xe p, (SeR) = xe p, R

(1) xe p, (SoR) P

(2) (x,y)eSeR) p.a.y traduccion 1
(3) 3z((x,2)eR A (z,y)eS) traduccion 2
(4) (x,2)eR S3

(5) Xe 51 R traduccion 4
6) xep, (SoR) = xe p, R CP15
7  p.(SeR)cp,R traduccion 5

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que 51 (S°R) c 51 R

(1) Sea xe 51 (SoR). (2 Por 2.12, (x, y)eSoR p. a. y. (3) Por 2.14, (X, z)eR
y (z, y)eS p.a.z. 4 En particular, (x, z)eR. (5) Por 2.12, xe 51 R.6) (7)
Luego, pTl(SoR) c ElR.

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Sea xe 51 (SoR). Por 2.12, (X, y)eS<R p. a. y. Por 2.14, (x, 2)eR y (z,
y)eS p.a.z. En particular, (x, z)eR. Por 2.12, xe 51 R.

Luego, El(SoR)g 51 R.
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4 (iii) ELD
Demostrar El(SoR): ElR

Traduccion xe 51 (S°R) & xe 51 R

1) p,Rc pS P
=)(2) xe p, (SoR) P
(3) (X,¥y)eSoR) p.a.y traduccion 2
4) Az((x, 2)eR A (z,y)eS) traduccion 3
(5) (x,2)eR S4
(6) Xe 51 R traduccion 5
0,(7)  xep, (SeR) = xe p,R CP 26
<)(8) xe p, R P
9) (x,y)eR pay traduccion 8
(10) ye 52 R traduccion 9
(11) ye p, S 10,1
(12) (y,2)eS paz traduccion 11
(13) X, ¥)eR A (Y, 2)€S A9,12
(14) (x,2)eSoR traduccion 13
(15) Xe 51 (S°R) traduccion 14
,(16) xe p,R = xe p, (SoR) CP 8,15
(17) xe p, (SoR) < xe p,R LB 7,16
7(18) p,(SeR)= p,R traduccion 17

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(2)Sea xe 51 (SoR). (3)Entonces, (X, y)eSoR) para algun y (2.12). (4) Es
decir (x, 2)eR y (z, y)eS para algun y, por 2.14. (5)En particular se tiene

que (X, z)eR. (6)Esto implica que xe p, R (2.12). (7) Por lo tanto se cumple
la implicacion

xe p, (SoR) = xe p,R (1)
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(8)Sea ahora xe 51 R. (9) Entonces (X, y)€R para algun y, por definicion de
primera proyeccion. (10)Es decir que ye 52 R (2.12). (11) Debido a que 52 R

c 51 S, por hipotesis, entonces ye 51 S. (12) Es decir (y, z)eS para algin z
(2.12). @3)Por lo tanto, adjuntando (X, y)eR vy (y, z)eS (14)se tiene (X,

2)eSoR, por definlcion de compuesta. (15)De donde xe 51 (SoR) (2.14),
(16) cumpliéndose asi la implicacion

xe p,R=xe p, (SeR) (I

a7y De (1) y (11') se cumple la equivalencia xe 51 (S°R) © xe 51 R.

(18) Estoes El(SoR): EIR.D

Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea xe 51 (S°R). Entonces (X, y)eSoR) p.a. y. (2.12). Es decir (X, 2)eR Yy
(z, y)eS para algun y por 2.14. En particular se tiene que (X, z)eR. Esto

implica que xe 51 R (2.12). Por lo tanto se cumple la implicacion
xe p, (SoR) = xe p,R (1)

Sea ahora xe 51 R. Entonces (X, y)eR para algin y, por defincion de
primera proyeccion. Es decir que ye pz R (2.12). Debido a que 52 R c

51 S, por hipotesis, entonces ye 51 S. Es decir (y, z)eS para algin z
(2.12). Por lo tanto, adjuntando (X, y)eR y (y, z)€S se tiene (X, z)eSoR,

por defincion de compuesta. De donde xe p, (SoR) (2.14),
cumpliéndose asi la implicacion

xe p,R=xe p, (SeR) (I
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De (1)y (1) secumple la equivalencia xe Hl(SoR) & Xe 51 R. Es
decir  p, (SeR)= p,R.[
5. SoR es una relacion debido a que, por definicion, sus elementos son

parejas ordenadas; lo que significa que SoR es subconjunto de un producto
cartesiano.

6.(i)
: ELD
Demostrar (SU T)eR = (SeR) U (T°R)
Traduccion (X, y)e (SUT)oR < (X, y)e (SeR) U (ToR)
x,y)e(SuT)ocR<= 3z ((X,2)eRA(z,y)e SUT) 2.14
<3z((x,2)eRA((z,y)e Sv (z,y)eT) 1.11(ii)
< (X, 2)eRA(Z,¥)e S) v ((X, 2)eR A (z,¥)eT) p. distrib.
< (X, ¥)e (SeR) v (X, ¥)e(ToR) 2.14
< (X, y)e (SeR) U (ToR) 1.11(ii)
6 (ii)
ELD
Demostrar (SN T)oR < (SeR) N (T-R)
Traduccion (X, y)e(SNT)oR= (X, y)e(SeR) N (ToR)
Q) X, ¥)e(SNT)oR P
(2) 3z ((x,2)eRA(z,y)e SN T) 1.1,2.14
(3) (X, 2)eRA((z,y)e SA(z,y)eT)) .2,1.11
4) ((X,2)eRA(Z,¥)eS)A((X,2)eRA(z,y)eT)) A3
(5) X, ¥)e(S°oR) A (X,¥)e(SeR) I.4,2.14
(6) X, ¥Y)e(S°R) N (T-R) 13,1.11
(M X, y)e(SNT)eR=(X,y)e(SoR)n (T-R) CP16
B) (SN T)oR < (S°eR)n (T°R) traduccion 7

La demostracion en lenguaje formal se deja al lector.
6 (iii)

ELD
Demostrar (SeR) - (ToR)c (S-T)°R
Traduccion (x,y)e (SeR)—=(ToR) = (X,y)e (S-T)oR
() (x,y)e (SoR) - (ToR) P
(2) X, V)e (SeR)A (X, Y) ¢ (T°R) 11,1.16
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(B) dz((x,2)eRA(z,¥)e S)A—(T2) (X, 2)eR A (z,y)eT) 12,214
(4) ((x,2)eR A (z,¥)e S)A((X, 2) 2RV (z,y) ¢T) 13, DL
(5) [((x,20eRA(z,¥)e S) A (X, 2) 2R)] v [((X, 2)eRA(z, Y)€S) A (2, Y) 2T] (4) 4
(6) — [((X,2)eR A (z,y)e S) A (X, 2) ¢R)] P
@) [((x, 2)eRA(z, Y)eS) A (z,Y) ¢T] TP 5,6
(8) (X, 2)eR A ((z,y)eS) A (z,Y) ¢T) 17, Asoc. Ax.
9 X, 2)eRA(z,y)eS-T 18,1.16
(10) (X, y)e (S-T)oR 19,1.16
(11) (x, y)e (SoR) - (ToR) = (X, y)e (S— T)oR CP 1,10
(12) (S°R)-(ToR)c(S-T)°R traduccion 11

7. ¢ Qué es (AxA)o (AxA) =?
(AxA)o (AxA) = AxA
ELD
Demostrar (AxA)o (AxA) = AXA
Traduccion (X, Y)e(AxA)o (AxA) < (X, y)e AxA

=)(1) (X, ¥)e (AxA) o (AxA) P
(2) Az ((X, 2)e AXA A (z,y)e AxA) 1.1,214
(3) XxeAnze AnzeAnyeA | trad.2, 2.6
4) XxeArye A S3
(5) (X, y)e AxA I trad.4, 2.6
1, (6) (X, )€ (AxA) o (AxA) = (X, Y)e AxA CP15
<)(7) (x, y)e AxA P
(8) xeArye A 1.8, 2.6
9) XxeAArye Anye A Aye A 18 A
(10) (X, y) e AxAA(Y,y) e AxA 19,26
(11) (X, y¥) e (Ax Ao (Ax A) 110, 2.14
1,(12) (X, y)e AxA = (X, Y)e(AxA) o (AxA) CP711
(13) (x, y)e(AxA)o (AxA) < (X, Y)e AxA LB 6,12
1 (14) (AxA) o (AxA) = AxA 1.13, 2.6

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que (AxA)o (AxA) = AXA.
)Sea (X, y)e (AxA)o (AxA). (2Por 2.14 existe z tal que (x, z)e AxA A (z,
y)e AxA , 3)4)de donde xe A A ye A (5)0 sea (X, y)e AxA (6) y se tiene la
implicacion

(X, y)e (AxA)o (AxA) = (X, y)e AxA (1)

(nSea ahora (X, y)e AxA, (8) seaxeA A ye A . (9)Entonces
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XeAryeA Aye A Aye A 10) y por lo tanto (x,y) e AxAA(Y,y) e AxA

any (x,y) e (AxA)o(AxA)(2.14). 120 sea que también se tiene la
implicacion

(X, y)e AxA = (X, y)e(AxA)o (AxA) (1)

@3)De (1) y (11 se tiene la equivalencia (X, y)e(AxA) o (AxA) < (X, Y)e
AxA (14)0 sea (AxA) o (AxA) = AXA.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que (AxA) o (AxA) = AxA.
Sea (X, y)e (AxA)o (AxA). Por 2.14 existe z tal que (x, z)e AXA A (z,Y)e
AxA , de donde xe A A ye Ao sea (X, y)e AxA Yy se tiene la implicacion

(X, ¥)e (AxA)o (AxA) = (X, y)e AXA (1)

Sea ahora (X, y)e AxA , 0seaxeA A ye A . Entonces
XxeAArye Arnye A Aye A yporlotanto(x,y) e AxAA(Y,y) e AxA

y (X,¥) € (Ax A)o (Ax A) (2.14). O sea que también se tiene la implicacién
(X, y)e AxA = (X, Y)e(AxA)o (AxA) (1)

De (1) y (Il) se tiene la equivalencia (X, y)e(AxA)o (AxA) < (X, Y)e

AxA 0 sea (AxA)o (AxA) = AxA .

8.(i) ELD
Demostrar (AxB)o(AxB) = AxB
Traduccion (X, y)e(AxB)o (AxB) < (X, y)e AxB

1) AnBzgd P
= (2) (X, y)e (AxB)o (AxB) P
3) 3z ((x,2)e AxB A (z,y)e AxB 12, 2.14
4 xeA rnze BAzeAAyeB I.3,2.6
(5) xeAArye B S4
(6) (X, y)e AxB 1.5,2.6
1, (1) (X, y)e (AxB) o (AxB) = (X, y)e AxB CP 2,6
<)(8) (x, y)e AxB P
9) xeAArye B 1.8,2.6
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(10) 1z.ze ANB 1)
(11) zeAnze B 1.10, 1.11(i)
(12) xeAArye BAzeAnzeB A9,11
(13) xeA rnze BAzeAAnyeB 112, Conm. AXx.
(14) (X, 2)e AxB A (z,y)e AxB 1.13,2.6
(15) (X, y)e (AxB)o (AxB) 1.14,2.14
1, (16) (X, y)e AxB = (X, y)e (AxB) - (AxB) CP 8,15
(17) (X, y)e(AxB)o(AxB) < (x, y)e AxB LB 7,16
1 (18) (AxB)o(AxB) = AxB 117,1.1

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que (AxB)o (AxB) = AxB .

)Sea (X, y)e (AxB)o(AxB). 3)Por 2.14 existe z : ((x, z)e AxB A (z, y)e
AxB, @@G)de donde xeA A ye B (2.6) ()0 sea (X, y)e AxB,
(mecumpliéndose la implicacion

(X, ¥)e (AxB)o (AxB) = (x,y)e AxB. (1)

(8)Sea ahora (X, y)e AxB. (9)Entonces xeA A ye B. (10) 11)(12) (13) Como A
N B = U, existe ztal que ze AnBysetienexeAAze BAzeA AyeB;
(14) (15)de donde (x, z)e AxB A (z, y)e AxB o0 sea (X, y)e (AxB)o (AxB),
@6)cumpliéndose la implicacion

(X, y)e AxB = (x,y)e (AxB)o(AxB). (Il)

anDe (1) y (1) se tiene la equivalencia (X, y)e(AxB) o (AxB) < (X, y)e
AxB(18) 0 sea (AxB) o (AxB) = AxB .

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que (AxB)o (AxB) = AxB. Sea (X, y)e (AxB)o (AxB).
Por 2.14 existe z:((X, z)e AxB A (z, y)e AxB, de donde xeA A ye B (2.6)
0 sea (X, y)e AxB, cumpliéndose la implicacion

(X, y)e (AxB)o (AxB) = (X, y)e AxB. (1)

Sea ahora (X, y)e AxB. Entonces xeA A ye B. Como A n B = ), existe z
tal que ze AN B ysetiene xeA A ze B A zeA A yeB; de donde (X, 2)e
AxB A (z, y)e AxB 0 sea (x, y)e (AxB)o(AxB), cumpliéndose la
implicacion
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(X, y)e AxB = (X, y)e (AxB)o(AxB). (II)

De (1) y (1) se tiene la equivalencia (X, y)e(AxB)o(AxB) < (X, y)e
AxB o sea (AxB) o (AxB) = AxB. .

8 (iii)
: ELD
Demostrar (BxC)o(AxB)=AxC
Traduccion  (x, y)e(BxC)o (AxB) < (X, y)e AxC

1) B#Q P

=) (2) (X, y)e (BxC)o (AxB) P

(3) 3z ((X,2)e AxB A (z, y)e BxC 1.2,2.14

4) xeAnze BAzeB AyeC 1.3,2.6

(5) xeAanyeC S4

(6) (x, y)e AxC 1.4,2.6

1, (7) (X, y)e (BxC)o (AxB) = (X, y)e AxC CP 2,6

<) (8) (X, y)e AxC P

9) xeA AnyeC 1.8,2.6
(10) dz:zeB 1.1, 1.6(ii)
(11) xeArze BAzeB AyeC A 9,10
(12) 3z ((X,2)e AxB A (z, y)e BxC 1.11,2.6
(13) (X, y)e (BxC) o (AxB) 112,2.14

1, (14) (X, y)e AxC = (X, y)e (BxC)o (AxC) CP 8,13
(15) (%, y)e(BxC)o(AxC) < (X, y)e AxC LB 7,14

71 (16) (BxC)o(AxC) =AxC 1.15,1.1

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que (BxC)o (AxB) = AxC si B=J.

@ Sea (X, y)e (BxC)o(AxB). (3) Entonces, segun 2.14 existe un z tal que
(X, 2)e AxB A (z, y)eBxC; (4) de donde (xeA A ze B) A (zeB A yeC), por

2.6. (5) En particular xeA A xeC. 6) Por 2.6 se tiene (X, y)eAxC; (7)
cumpliéndose, con esto, la implicacion

(X, y)e (BxC)o(AxB) = (x,y)e AxC (1)

(8)Sea ahora (X, y)e AxC. (9) Por 2.6 xeA A xeC. (10) (11)Debido a que, por
hipdtesis, B # &, podemos construir la formula logica (xe A A zeB) A (zeB
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A yeC); (12)de donde (X, z)eAxB A (z, y)eBxC (2.6). (13) Segun 2.14, (X,
y)e(BxC) o (AxB), (14)cumpliéndose la implicacion

(X, y)e(BxC) o (AxC) = (X, y)e AxC. ()

@s)De (1) y (1) se tiene la equivalencia (X, y)e(BxC)o(AxC) < (X, Y)e
AxC.a16)Osea (BxC)o(AxB)=AxC.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar (BxC)o(AxB)=AxC si B = .

Sea (X, y)e (BxC)o(AxB). Entonces, segun 2.14 existe un z tal que (X,
2)e AxB A (z, y)eBxC, o sea z tal que (xeA A ze B) A (zeB A yeC), por
2.6.En particular xe A A yeC. Por 2.6 se tiene (x, y)e AxC; cumpliéndose,
con esto, la implicacion

(X, ¥)e (BxC)o(AxB) = (x,y)e AxC (1)

Sea ahora (x, y)e AxC. Por 2.6, xeA A xeC. Debido a que, por hipbtesis,
B = &, podemos construir la formula I6gica (xe A A zeB) A (zeB A yeC);
de donde (x, z)e AxB A (z, y)eBxC (2.6). Segun la definicion de compuesta
(2.14), se tiene (X, y)e(BxC)o (AxB); cumpliéndose la implicacion

(X, y)e(BxC)o (AxC) = (X, y)e AxC. (1)

De (1)y (1), setiene (X, y)e(BxC)o(AxC) < (X, y)e AxC. O sea que
(BxC) o (AxB) = AxC.

Una ilustracion diagramatica de la “composicion”

Interrumpimos los ejercicios para presentar una manera de ilustrar la
“composicion”. El método es algo engorroso, lo cual lo limita en su utilidad.
El método usa dibujos en tres dimensiones. Vamos a ilustrar una
composicion SoR siendo S < BxC y R < AxB. Dibujese primero R
dentro del rectangulo AxB en la forma que lo hemos venido haciendo (Fig.
15) . Excepto que ahora y para simplificar el dibujo, hemos hecho coincidir
a'y B con los de los lados de AxB . Dibujese ahora S dentro de BxC , el
cual es un rectangulo que sale hacia delante perpendicularmente a AxB
(Fig. 16) . Ahora queda fijado el plano horizontal y perpendicular a los dos
anteriores en donde quedara el rectangulo AxC y la relacion SoR.
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Proyéctese ahora R sobre B y S también sobre B. Interséctense estas dos

proyecciones p, R n p, S . Por cada punto b de esta interseccion se trazan
2 horizontales; una que cortard a R y otra a S . Estos cortes se proyectan

sobre A 'y C (Obteniéndose respectivamente 51 52 b y 52 Hlb . Se

obtienen asi dos subconjuntos de A y B respectivamente. Formamos ahora
el producto cartesiano de estos dos conjuntos:

el rectangulo §p,bxp,p b

Hacemos lo mismo para cada be p,R n p, S, unimos todos estos
rectangulos y obtenemos SoR:

SoR =l (PyP,bxP,pb), I=P,RmP3
bl

B
“—
b
P Fﬁb ot IpE
o S
[3 : I )
A A —
C S-R
—+ —
Fl}’—EbXPEEb

Fig. 18 Fig. 19
llustremos por ejemplo el ejercicio 2.4, 6.(ii)
Como TS =2, (TNS)eR=.
Continuamos con los ejercicios.
9. (SNT)oR =(S°oR)n(TeR)

(i) (S = T)oR = (SoR) — (ToR) (Véase Ejercicio 3.4 (7)).
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Xy e(SnT)eR <= (F2)(X,2) e RA(Z,y) €(SNT))
< (X,2)eRA((z,Y)eSA(z,y)eT) 2.14,1.11(i)
< ((x,2) eRA(z,y) €S)A(z,y) eT Asoc. Ax.
< ((X,2) eRA(Z,Y) €eS)A((X,2) eRA(zZ,y) €T)
S (XY)eSoRA(X,Y)eToR 214

< (X,Y)e(SoR)N(T=R) 1.11(i)
(i(x,y)e(S-T)oR <= (Fz2)((x,2) e RA(z,y) €(S-T)) 2.14
< (X,2)eRA((z,y) €S A(z,y)eT) 1.16

< ((X,2) eRA(z,y)€S)A(z,y) T Asoc. AX.
S ((X,2)eRA(Z,Y) €eS)A((X,2) eRA(Z,y) 2T)

< (XY)eSoRA(XY)gToR 2.14
< (X Y)e(SeR)—(ToR) 1.16

101 Apscges
(i) Ag,5C 8087
(i) $7teg #= Ag g
(v} 3087 # Ly g

(i)
ELD
Demostrar Ap sc57lo3

Traduccion (x xie A s =2 (z, xES 03

(1 (x %)€ Ag,s P

(2} ZE 5 Itrad.1, 2.11
{3 (Z¥IES pay [trad 2, 212
(4 (v, e 57 Ttrad 3, 2,13
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(3 (x yIES ~ (v, )IEZ™ A34
(6) (z, )33 Itrad.5, 2.14
M (z w)ehp s > 0SS CP 1.6
(&) ﬂiﬁ sC5tes Ttrad 7, 1.3

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que Agi s 37103

(1) Sea (% X)€ Ag, s @) Entonces X775 (2.11)() 0 sea(x, VIES paraalgin y |
(HEs decrr (y, mie g & Aduntando estos dos resultados | (x, WIS ~ (¥, WIE3 ™

(6) se tiene (x, X)ES oS (M@ que eralo que querdamos demostrar .
Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que Ag s g7log

SEA (% X)E AR S Entonces %€ S (2.11) osea (x, v)E5 paraalgin ¥ .
Es dectr (y, x)e §7* Adjuntando estos dos resultados | (z, vie S ~ (¥, TE S,

se tiene (% 2)E5 M08 | que eralo que queriamos demostrar .
(i) Similar a (i).
(iii) Ejemplo. Sea S={ (1,4) (1,5) (2, 5) (3, 1)}

Entonces S7'= {(4,1) (5 1) (5, 2)(1,3)}
S1oS ={(1, 1) (2, 2) (3 3)} p,S={L,2 3}

Ap,s={(1,1)(2 2)(3, 3)}. Seobservaque Ap,s=S"0oS

EJERCICIOS PROPUESTOS

Sean R={(2,3)(2,5)(4,7)(4,9) (4,11)}
S={(3,10) (3, 11) (5,12) (7, 13) }

a) Determine SoR

b) ¢ Existe x: (4,X)eR A (X,13)eS? (Cudl es x?
c) ¢ Existe x: (3,X)eS A (X,3)eR ? ¢Cudl es x?
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d) ¢(23)eR-S ? A (3,100)eS-R ?

2. Dadas R = {(1, 10), (2, 13), (5,9), (9,12), (6, 7) }
S=1{(10,5), (2,13), (9, 12), (8, 11), (2,1) }
T={(10,5), (9, 12), (2, 1), (7, 14), (13,1) }

Hallar
a To(SoR) y (ToS)oR
b) (SoR)™* y R'oS™
0 pmEoR) Yy pR
d p,SOR) Yy P (S

e) (SuT)oR y (SoR)U(ToOR)
) (SNT)oR y (SoR)n(ToR)
g (S-ToR y (SoR)-(ToR)

3. Compare los resultados de cada enciso en el ejercicio anterior, y utilice
los signos = O < para describir la relacién que hay entre ellos.

4. Escriba verdadero o falso (como corresponda) al frente de cada una de las
siguientes proposiciones Yy justifique la respuesta.

a (1,5 ¢SoR
b) (1,5 €ToR
c) (5,1)e(SoR)™
d (10,5 eSuUT

) 10ep, (SUT)
f) (512) e (SOR)
9 (5 12)e (ToR)
h (8 1)e(S-T)

i)  8ep, (S-T)
) 5ep (R

K 5e p,(S)]

) 5e p,(T)
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Ejemplo. 10e 51 (SuT)escierta yaque (10,5)eSuUT

(5,12) e SoResciertayaque (5, 9 eR A (9, 12)eS

5. Desarrolle cada expresion hasta escribirla completamente en el lenguaje
l6gico:

o XEEl(SOR) S

x,y)e(SUT)oR <

xXy)e(SNnT)oT <

yep,(SOR) &

xX,y) e (SoR)U(ToR) =

x,y) e (SoR)-(ToR) &
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