CAPITULO I
CONJUNTOS

Tomamos la palabra ‘conjunto’ con su significado intuitivo de “coleccion”
con algunas modificaciones. Utilizaremos las letras mayusculas A, B, C, . .
. X, Y, Z para designar conjuntos. Utilizaremos las letras minusculas latinas
a,b,c, ....x Y,z paradesignar elementos.

La expresion :
X es un elemento del conjunto A,

se simboliza por

xeA
y selee:
X pertenece a A.
Si
X no es un elemento del conjunto A,
se escribe :

XgA.

Para aplicar estos primeros elementos del lenguaje de la Teoria de
conjuntos, representemos por M e | los conjuntos de los médicos y de los
ingenieros respectivamente. Entonces la expresion

leM Ajel
podria significar
Luis es médico y Juan es ingeniero.

Si E representa el conjunto de los estudiantes y T el conjunto de los
trabajadores, entonces la afirmacién

Luis estudia pero no trabaja
Se podria representar por la férmula I6gica

leEAlegT

Decir que Luis pertenece al conjunto de los estudiantes, es lo mismo que
decir que Luis estudia; igual, para la expresién Luis no trabaja.
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I. IGUALDAD, CONTENENCIAY EL CONJUNTO VACIO.
1.1 Definicion de igualdad

Intuitivamente hablando, dos conjuntos son iguales si tienen exactamente
los mismos elementos.

Simbolicamente,

A=B < (VX) (xeA < xeB)

Justificacion de la definicion
Sinébnimos de A=B:

A =B < Ay B tienen exactamente los mismos elementos

o todos los elementos de A estan en B y todos los elementos de B estan
en A.

o Todo elemento de A es elemento de B y todo elemento de B es
elemento de A.

o VX ( xeA= xeB ) AVX ( xeB = xeA ), en lenguaje logico
matematico.

o VX (( xeA= xeB ) A ( xeB= xeA )), propiedad de los
cuantificadores.

o VX ((xeA< xeB), ley bicondicional.

Negacibnde A=B

1(A=B) & A#B < [(Vx (xeAs xeB),
o < X (XeAAX ¢B) v (xeB AXx gA)

La negacion de A =B es A = B, cuya traduccion en lenguaje simbdlico es:
Existe x tal que xeA pero X ¢B, 0 existe x tal que xeB pero x ¢A.

En lenguaje ordinario:

A = B, cuando hay un elemento en A que no esta en B 0 cuando hay un
elemento en B que no estd en A
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Conjuntos 9

Consecuencias de la relacion de igualdad

1.2 Proposicion (i) A=A
(i) A=B = B=A
(i) A=BAB=C = A=C

Demostracion de (i)
Demostrar A=A
Traduccion xeA&s XeA, VX
Pero esto es una tautologia ( de la forma p<p ).

Demostracion de (ii)

ELD
Demostrar A=B = B=A
1) A=B p
(2) xeA < xeB, VX traduccion 1, 1.1
(3) xeB < xeA, VX equivalencia 2
4) B=A 13,11
0(B) A=B = B=A CP1,3

Demostracion de (iii)

Interpretacion:
Lo que la proposicion (iii) quiere decir es que el razonamiento:

(1) A=B P
(2) B=C P
> A=C conclusion

es valido; es decir, la conclusion A = C se deduce logicamente de las
premisas (1) y (2). Asi que demostrar la proposicién (iii) es equivalente a
demostrar que A = C se deriva I6gicamente de las premisas A=B y B =C,
lo cual se plantea en la siguiente forma:

Demostrar : A=C

(1) A=B P
(2) B=C P

Esta estructura es lo que llamamos ELD (esquema légico de demostracion ).
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10 Conjuntos

Entonces, llevemos a efecto la demostracion.

ELD
Demostrar : A=C
Traduccién xeAs xeC, VX

(1) A=B P

2) B=C P

(3) xeA&s xeB traduccion 1

(4) xeBe xeC traduccion 2

(5) xeA& xeC  Ley transitiva de la equivalencia 3, 4

0@ A=B traduccién 5

CONTENENCIA

1.3 Definicibn Ac B, léase A subconjunto de B, significa que todo
elemento de A es elemento de B.

Simbolicamente :
AcB & Vx (xeA=xeB)
Negacibn de Ac B
—(AcB) & 3Ix (xeArx g B)

En palabras, un conjunto A no esta contenido en un conjunto B cuando hay
un elemento en A que no esta en B.

De acuerdo a la definicion de contenencia, se demuestra que A < B
verificando que si xeA, entonces xeB.

Para indicar que A no esta incluido en B se anota A ¢ B. Por lo tanto A « B
indica que —( Ac B) y y se lee : A no esta contenido en B 0 A no es
subconjunto de B. B o A significa Ac B.

A la relacion <  se le llama inclusién. A la relacion > se le llama
contenencia. Si los elementos de A son algunos de los elementos de B, pero
no todos, se dice que A esta propiamente incluido en B o que A es
subconjunto propio de B, y se anota A — B. Para indicar que A no es

subconjunto propio de B pondremos A « B.
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Consecuencias de la relacion de inclusiéon

1.4 Proposicion (i) AcA
(i) A=Be< AcBABCcA
(i) AcB ABcgC = AcC

Demostracion de (i) ELD
Demostrar Ac A

Traduccion xeA= xeA, VX
Pero esto es una tautologia (de la formap = p).

Puesto que todo elemento de un conjunto A pertenece a A, resulta también
que A < A, de modo que A es una parte de A, y otro tanto puede decirse de
un conjunto cualquiera X.

Demostracion de (i) : ELD1
Demostrar A=B = A c BA BcA
(1) A=B P
(2) xeA< xeB traduccion 1
(3) (xeA= xeB) A (xeB = xeA) LB 2
4) AcBABCcA traduccion 3
5) A=B=> AcCcBABCA CP14
ELD 2
Demostrar A c BA BcA=A=B
(1) AcBABCcA P
(2) (xeA= xeB) A (xeB=> xeA) traduccion 1,1.3
(3) xeA< xeB LB 2
4 A=B traduccion 3
(5) AcBABcA=A=B CP14

Demostracion de (iii).
Interpretacion: Lo que este teorema (iii) quiere decir es que el
razonamiento:

(@) AcB
2 BcC
> AcC

es valido.
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ELD
Demostrar AcC
Traduccion xeA= xeC, Vx

(1) AcB P

(20 BcC

3) XeA P

4 xeB 31

(5) xeC 4,2

(6) xeA=xeC CP35
() AcC Traduccion 6

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(3)Sea xeA. (4) Como Ac B, entonces xeB, (5) y como también B < C,
entonces xeC. (6)(7) Por lo tanto A< C. [J

Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea xeA. Como Ac B, entonces xeB, y como también B — C, entonces
xeC.Porlotanto AcC. I

NOTA

La proposicion (ii) es especialmente importante, pues da la técnica mas
frecuente para demostrar que dos conjuntos son iguales.

DIAGRAMAS DE VENN

Existe una manera de representar graficamente las ideas de la Teoria de
Conjuntos. Los conjuntos se representan por regiones planas. Asi por
ejemplo la parte (iii) del Teorema 1.4 se puede ilustrar por la figura 1.

@Bc

Fig. 1
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El estudio de los conjuntos se facilita mediante la representacion gréafica ya

que la visualizacion de algunas situaciones ayuda a su captacion intuitiva.
Simbolizaremos graficamente un conjunto, utilizando figuras cerradas,
redondas u ovaladas Ilamadas diagramas de Venn.

Fig. 2 Fig. 3
Los elementos del conjunto estan representados por puntos interiores como
en el caso de la figura 2; los que no pertenecen, “por puntos exteriores; sin
embargo a veces es mas comodo dibujar solamente la curva,
sobreentendiendo que los elementos del conjunto estan dentro del recinto
enmarcado por la linea cerrada (figura 3).

Distincion entre pertenencia e inclusion

Mediante un ejemplo aclararemos la distincion entre pertenencia e inclusién
ya que con alguna frecuencia el estudiante que se inicia en el estudio de los
conjuntos tiene confusiones. Tomaremos una parte P del plano y
dibujaremos en ella un segmento de recta y un punto sobre el segmento.
Tanto el segmento S como P son conjuntos de puntos.

Tendremos entonces que :
aesSyaeP

S c P 0, mas estrictamente, Sc P /S P
Fig. 4
Si A={a b, c}, entoncesa € Ay {a} < A. La afirmacion {b} € A es
falsa, ya que el objeto {b} no esta en A, lo que es cierto es heA .
Si B ={1, 2, {2}, 3, 4}, entonces {2} By {{2}} < B, pero {3}« B. Lo

que es correcto es{3} < B, debido aque 3 € B.

En general, si x € A, entonces {x} c A
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14 Conjuntos

La relacion entre objeto (elemento) y conjunto es de pertenencia; mientras
que la relacion entre conjuntos es de inclusion.

Observe que si B = {1, 2, {2}, 3, 4}, las afirmaciones 2e By {2} e B son
ciertas.

Discuta acerca de la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones :
{2y c{{2}} =B, {1,{2}} cBy {{1},{2}}cB

U
A De la figura 5 expresamos que
- AcU BcU Ccu
E ' aeA agB agC
w beA beB beC
) meA meB meC
m
Fig. &

Una idea bésica para el desarrollo de la teoria de Conjuntos

Una de las ideas intuitivas de la teoria de conjuntos es que a cada propiedad
le corresponde un conjunto: el conjunto de los elementos que tienen esa
propiedad. Haremos uso de esta propiedad teniendo en cuenta ciertas
restricciones a fin de no caer en contradicciones.

Asi pues a cada propiedad p(x) le corresponde “el conjunto de las x tales
que p(x), conjunto que notaremos {x / p(x)}. El conjunto {x / p(X) A xe A}
lo escribimos més simplemente {xe A/p(x)}.

Una idea basica es que

“ye{xeAlp(X)} < p(y)”

Ejemplo: sea p(X): x es un nimero primo positivo menor que 8. Entonces a
p(x) le corresponde el conjunto {2,3,5,7}. Seveque 5e {xe Z/p(x)}.
Debido a que 5 es un nimero primo positivo menor que 8, se cumple p(5).

De igual manera podemos decir que 6 no pertenece a este conjunto porque 6
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no es primo. Otro tanto podemos decir del nimero 11 que, aunque es
ndmero primo, no pertenece al conjunto, puesto que no es menor que 8.

CONJUNTO VACIO

1.5 Definicion: Se llama conjunto vacio al conjunto {x / x # x}.

El conjunto vacio no puede tener elementos. Dicho conjunto lo notamos por
.

Consecuencias de la definicién de conjunto vacio.

Como primera consecuencia de la definicion de conjunto vacio tenemos la
siguiente proposicion :

1.6 Proposicion: (i) El conjunto vacio no tiene elementos.
(i) Si A es un conjunto distinto de vacio, entonces A
tiene al menos un elemento.
Demostracion de (i)

Para llevar a efecto esta demostracién es necesario primero traducir la
proposicion al lenguaje l6gico de la Teoria de Conjuntos, lo cual lo
logramos mediante las siguientes traducciones:

A tiene elementos < hay elementos en A
& IXixeA

A no tiene elementos < | (3 x : xe A)
< (VX): I (xe A)
< X e A VX

Entonces, en el lenguaje de la Teoria de Conjuntos, la proposicion “A no
tiene elementos” se traduce por x ¢ A, para cualquier conjunto A. Por lo
tanto, la proposicion “Vacio no tiene elementos” se traduce al lenguaje de la
Teoria de Conjuntos como x ¢ <. El cuantificador universal queda
implicito.

Con estos elementos de lenguaje podemos ahora traducir la proposicién 1.6
al lenguaje logico y de la teoria de conjuntos de la siguiente manera :
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16 Conjuntos

1.6 Proposicién : (i) x ¢ @
(i) A # @ = IxeA

Expresada la proposicion en el lenguaje de la Teoria de Conjuntos, podemos
proceder a su demostracion:

ELD
Demostrar x ¢ &
Por RAA
1) xed P
(2) X #X traduccion de 1
(3) xed RRA 1,2

Ahora esta demostraciéon, mediante el ELD, la vertimos al lenguaje formal
de la Teoria de Conjuntos.

(1)Supongamos lo contrario; es decir que xed. (2) Por definicion de
conjunto vacio, esto quiere decir que x # x ; pero esto es una contradiccion.
(3) Porlotanto xgd.

Demostracion sin la ayuda del ELD:

Supongamos lo contrario, es decir, xed. Por definicion de conjunto vacio,
X # X. Pero esto es una contradiccion, luego xg .

Demostracion de (ii)

ELD

Demostrar A # 3 = IxeA
(1) A+D P
(2) (Ax:xeAaxed)v (@Ex:xed AxgA) (1)
(3) 1(3xe@ A xgA) P 1.6 (i)
(4) 3Ix:xeArxegd TP2,3
5) 3Ix:xeA S4
6) A#J = 3IxeA CP15

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1) si A#J, () 0existe un xeAperoxg J 0 existe un xe pero xgA.
3) (4) Lo segundo es imposible por (i) y () (6) (7) lo primero implica xeA
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Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Si A # J, 0 existe un xeA pero xg¢ & 0 existe un xed pero x¢A. Lo
segundo es imposible por (i) y lo primero implica xeA.

Proposicion 1.7 < A

Esta proposicion quiere decir que el conjunto vacio esta contenido en todo
conjunto.
Demostracion :

ELD
Demostrar @ c A

Por RAA
1) l@cA) P
2 Ix: xed A xgA traduccion de 1
3) xed S2
4) X¢ & P 1.6 (i)
(5) Xed Axg O A 34
6) DA RAA 1,5

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1) Supongamos lo contrario, es decir, & no estd contenido en A; (2) esto
quiere decir que existe un x tal que xe@d y XgA,; (3) (4) (5) pero esto
contradice el teorema 1.6 (i) que establece que x ¢ &.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Supongamos lo contrario, es decir, & no estd contenido en A. Entonces
existe un x tal que xe@@ y xgA,; pero esto contradice el teorema 1.6 (i) que
establece que xg .

Esta proposicién dice que el vacio es subconjunto de todo conjunto.
Teéngase presente que el vacio no es elemento de todo conjunto. Debido a la
propiedad 1.4 (ii), cada vez que nos pidan demostrar que algun conjunto A
es vacio, es suficiente demostrar A < &.

Ejercicios 1.1

Diremos que un conjunto A es subconjunto propio de un conjunto B y
escribimos A — B si A ¢ B, pero A # B. El concepto de subconjunto propio
coincide mas con el concepto intuitivo de “ parte de una coleccion”.
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18 Conjuntos

1. Demuestre que el Unico conjunto que no tiene algin subconjunto propio
es & (Hay dos casos por demostrar!).

2. Demostrar el teorema 1.4 (iii)

3. Demostrar la proposicion .

4. Demostrar que hay solamente un conjunto vacio.

5. De ejemplos de conjuntos Ay B talesque A € By A < B.

1. CONSTRUCCIONES UNITARIAS

1.8 Definicion : Llamaremos singulete de a al conjunto {x / x = a}, el cual
abreviaremos {a}.

O seaque {a} es el conjunto cuyo Unico elemento es a.

En muchas ocasiones es necesario en nuestro estudio considerar conjuntos
cuyos elementos son a su vez conjuntos. Asi por ejemplo dentro del
conjunto U de todas las figuras geométricas, podemos considerar el
conjunto de los triangulos que a su vez podemos considerarlos como
conjuntos de puntos.

En particular podemos formar el conjunto que tiene como elementos
exactamente todos los subconjuntos de un conjunto A. A este nuevo
conjunto se le llama conjunto de partes de A o también conjunto potencia.
Definimos entonces el conjunto potencia o de partes de un conjunto dado A
como el conjunto de todos los subconjuntos de A y lo representamos por
P(A).

1.9 Definicion: Llamaremos conjunto de partes de A al conjunto

P(A)={ X/ Xc A}

En términos del lenguaje corriente, P(A), llamado el conjunto de partes de
A, es el conjunto de todos los subconjuntos de A.

La expresion Xe P(A) también se puede leer ‘X es una parte de A’.

Decir que X es una parte de A es lo mismo que decir que X es subconjunto
de A.
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Simbolicamente,
XeP(A) & XcA

La expresion X < A también quiere decir que X es una parte de A. Es
importante tener bien presente esta caracterizacion de los elementos de
P(A). No olvidemos que los elementos de P(A) son conjuntos.

EJEMPLO. Sea A= {a, b}. Entonces P(A) = {J, {a,}, {b}, {a, b}}

Consecuencias de la definicion de conjunto de partes
de un conjunto.

Proposicion (i) eP(A)
(i) AeP(A)
(iii) P(2) = {J}

Demostracion de (i) y (ii):
ELD (i)
Demostrar JeP(A)
Traduccion @ c A
(1) DA P17
(2) DeP(A) traduccioén de 1

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

La proposicion 1.7 afirma que & < A. (2) Por la definicién 1.9, esto
quiere decir que YeP(A).

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

La proposicion 1.7 afirma que & < A. Por la definicion 1.9, esto quiere
decir que JeP(A).

La misma forma de argumentar se utiliza para demostrar (ii) usando 1.4 (i)

ELD (i)
Demostrar AeP(A)
Traducciéon Ac A

(1) AcA P 1.4 (i)
(2) AcP(A) traduccion de 1
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Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1) Segun la proposicion 1.4 (i), A < A. (2) Pero esto significa que AeP(A),
de acuerdo a la definicion 1.9.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Segun la proposicion 1.4 (i), A < A. Pero esto significa que AeP(A), de
acuerdo a la definicion 1.9.

Demostracion de (iii) ELD
Demostrar: P(J) = {<J}
Traduccion P(D)c {T} A {T} < P(D)
1) P

ELD1

Demostrar P(Q) c {J}
Traduccion Xe P(Q) = Xe{J}

1) Xe P(D) p
(2) Xcd Traduccion 1
3 X=0 2)

4) Xe{D} traduccion 3
(5) Xe P(Q) = Xe{J} CP14

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1) Sea Xe P(D).(2) Esto quiere decir que X ¢ &J. 3) Por 1.6 (i) X=, ) o
sea, Xe{J}. (5)Por lo tanto P(J) < {J}

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea Xe P(Q). Esto quiere decir que X < &. Por 1.6 (i) X = &, 0 sea,
Xe{}. Porlo tanto P(J) c {T}

ELD2
Demostrar {J} < P(J)
(1) DD P
2 D e P(D) Traduccion 1
3) (D} < P(D) Traduccion 2

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

LD <. @Por 1.9, & e P(D). (3) De donde {J} < P(D).
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Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
D cD.Por 1.9, I € P(D). Dedonde {J} < P(J).

Es importante que el lector no confunda & con {& } (en general, A con
{A}). Una cosa es un talego vacio y otra es un talego con un talego vacio
por dentro y por lo tanto no vacio.

¢ Cuantas partes tiene un conjunto?

Surge ahora la pregunta : ¢ Cuantas partes tiene un conjunto? Analicemos
algunos casos particulares.

Supongamos que A es vacio, entonces P(A) = {J}, el cual es un conjunto
que tiene un elemento a saber &. Entonces P ()

Si A={a}, entonces P (A) = {J, A} ya que & es subconjunto de todo
conjuntoy A < A. Luego JeP(A) y AeP(A). Concluimos entonces que
si A es un conjunto de un solo elemento, entonces P(A) tiene dos elementos.

Si A = {a, b}, entonces A tiene cuatro subconjuntos a saber : &, {a}, {b} y
el mismo A. Por lo tanto P(A) = {J, {a}, {b}, A}

Si A = {a, b,c}, entonces A tiene ocho subconjuntos a saber :

@, {a,}, {b}, {c}, {a, b}, {a, ¢}, {b,c}, y Ay
P(A)= {<, {a}, {b}, {c}, {a b}, {a, c}, {b, c}, A}

Veamos ahora finalmente que la manera de deducir intuitivamente una
formula que nos diga cuantos subconjuntos o partes tiene un conjunto
(finito) de n elementos.

Sea B = {a, b, ¢, d} y escribamos sus subconjuntos de manera que podamos
comprobarlos con los subconjuntos del conjunto A = {a, b, c}.

Asi: a) O, {a}, {b}, {c}, {a b}, {a c}, {b,c}, {ab,c}
b) {d}, {a, d}, {b,d}, {c,d},{a, b,d}, {a c,d}, {b,c,d}, B

Tomando a) y b) juntos obtenemos todos los subconjuntos de B, donde a)
coincide con las partes de A y b) se obtiene agregando a cada subconjunto
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de a) el elemento d. Observemos que los conjuntos b) son diferentes de los
de a) ya que difieren en el elemento d y son diferentes entre si.

Un subconjunto de B estd en a) o en b). P(B) tiene entonces el doble de
elementos de P(A). Finalmente observamos que si A = &, entonces P(A)
tiene un elemento. Si A = {a}, P(A) tiene dos elementos. Si A = {a, b},
P(A) tiene cuatro elementos, es decir que si se aumenta un conjunto en un
elemento el nimero de elementos del conjunto de partes se duplica.

Si A tiene tres elementos P(A) tiene 2 x 2 x 2 = 2° = 8 elementos. Si A
tiene cuatro elementos, P(A) tiene2x2x2x 2= 2* =16 elementos. Si A
tiene n elementos, entonces P(A) tiene 2" elementos.

Ejercicios 1.2

1. Encontrar PP y PPPJ (Asuma que ya sabemos qué es {a, b})

2. AcB < PACPB

3. A=B < PA=PB

4. Si Atiene n elementos ( n un natural ), cuantos elementos tiene PA?

3. INTERSECCIONES, UNIONES Y DIFERENCIAS

1.11 Definicién (i) ANB={x /x eA AxeB}
(i) AUB ={x /xeAvxeB }

Estos dos conjuntos los llamaremos respectivamente la interseccién y la
unién de Ay By los visualizaremos de la siguiente manera :

ArmB @
AL B

Fig. 2
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La interseccion de los conjuntos A y B, representada por A mB, esta
constituida por los elementos que pertenecen a la vez a A y a B. Esta idea
basica de la Teoria de Conjuntos se expresa por la equivalencia

XeAnNB ©x eAAXeB

que nos da la caracterizacion de los elementos de la interseccion de los
conjuntos Ay B.

En la expresion ‘Luis canta y baila’, Luis, como elemento, pertenece tanto al
conjunto de los que cantan como al conjunto de los que bailan. Asi que, en
el lenguaje de la Teoria de Conjuntos, se puede hacer la siguiente
traduccion:

Luis cantay baila <> | €C A leB;

donde C es el conjunto de los que cantan y B es el conjunto de los que
bailan.

Otro ejemplo: Sean
P = {x/x es nimero par}
Q = {x/x es nimero primo}

Entonces se tiene la siguiente traduccion:

X € PN Q < xesnlmero pary primo.
En particular
2e PN Q < 2es pary primo al mismo tiempo.

Como 2 es el Gnico nimero que satisface estas dos propiedades, se tiene que

PNQ={2}
Conjuntos disjuntos o desunidos

Si la interseccion A m B es el conjunto vacio, decimos que los conjuntos A
y B son disjuntos o desunidos.

Una consecuenciade A N B =, oseade que Ay B sean disjuntos, es que
si, por ejemplo, un elemento esta en A, dicho elemento no esta en B; o si
esta en B, no estd en A. Estas ideas se traducen al lenguaje logico y de la
Teoria de Conjuntos de la siguiente manera:
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ANB=U < [(xeA = xgB) v (xeB = xgA)
< Si x esta en un conjunto, no puede estar en el otro.

Ejemplo: Son disjuntos los conjuntos

A = {x/ x es numero par}
B = {x/xes ndmero impar}

Caracterizacion de los elementos de Ay B.

XeA < X es numero par
xeB < x es nimero impar

Veamos que A y B son disjuntos: Si XxeA, es decir, si X es par, entonces X
no es impar, o sea, Xx¢B. De igual manera, si xeB, es decir, X es impar,
entonces X no es par, 0 sea, XgA.

La unién de los conjuntos A y B, representada por AUB, esta constituida
por el conjunto de los elementos que pertenecen a A, a B 0 a ambos.
Simbdlicamente:

Xe AUB & x eA v xeB

La frase Luis es periodista o fotografo se pede traducir al lenguaje de la
Teoria de Conjuntos de la siguiente manera:

Luis es periodista o Fotografo < | eP v leF;

donde P representa el conjunto de los periodistas y F el conjunto de los
fotografos.

Consecuencias de las operaciones de union e
interseccion

1.12 Proposicion (i) AnA=A
(i) AnB=BnA
@) AnB)nC=An(BNC)
(iv) (AnB)uUC=(AuUC)N(BUC)
(V) AUA=A
(vi) AuB =BUA
(vii) (AuB)uUC = Au(BLC)
(viii) An(BLC) = (AnB) U (ANC)
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Demostracion de (i) ELD

Demostrar An A=A
Traduccién X eA A XeA <X €A

Pero x eA AXxeA < X eAesunatautologiade laformapaAp<p

Demostracidn de (iii)
ELD

Demostrar (AnB)NC = An(BNC)
Traduccion xe (AnB)NC < xe AN(BNC)

xe(ANB)NC < xe(AnB) A xeC def. de n
< (XeAAxeB) AxeC def.den
< XeA A (xeB A xeC) propiedad asociativa de la A
< XeA A Xxe(BNC) def. de m
< XeAN(BNC) def.den

La demostracion de las demas partes del teorema las dejamos como
ejercicio.

Sugerencia: A cada una le corresponde una tautologia; por ejemplo, a la
parte (viii) le corresponde la tautologia pv (qAar) < (pPvQg) A(Pvr)

Nota: Las propiedades enunciadas en 1.12 se llaman respectivamente: “ de
idempotencia”,  “conmutativa”, “asociativa” y “distributiva” para la
interseccion y para la union. Las propiedades asociativas permiten escribir:
ANnBnNnC y AuB u C sin ambigiedades. La propiedad (viii) la
podriamos visualizar de la siguiente manera:

O (B )

: ¥

T
T

Buwl

h—"
LB

(& B (8 2

Fig. 3
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1.13 Proposicion (i) AnBcA A ANBcB
(i) AcAuBA BcAUB

Demostracion de (i)
ELD

Demostrar ANBc A
Traduccion xe (A N B) = xeA

(1) xe (A N B) P

(2) xeA A XeB Traduccion (1)

(3) xeA S2

(4) xe (AN B) = xeA CP1,4

5) AhBcA Traduccion (4)
A B

Am B A A BA BoAUE

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1) Sea xe (A N B). (2) Por definicién de interseccion xeA 'y xeB. 3) En
particular xeA.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea xe (A n B). Por definicién de interseccion xeA y xeB. En particular
XeA.

1.14 Proposicion (i) AcB
< (i) AnB=A
< (i) AuB=B

Demostracion:

Frecuentemente se presenta en matematica teoremas de la forma:
Pi=P, < ...&P,

Para demostrar estas equivalencias es suficiente demostrar:
p,=>p, = ...=2p, =P,
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Asi lo haremos en este teorema.

Demostracion de (i) = (ii)

ELD

Demostrar AnB=A

Traduccion ANBcA A AcANB

1)

AcB P

Este ELD incluye dos demostraciones:

(1)
(2)
(3)
(4)
()
(6)

ELD1

Demostrar AN Bc A
Traduccion xe ANB = xeA

AcB P
XeAnB P
xeA A xeB Traduccion 2
XeA S3
XxeAnB = xeA CP14
ANBcA Traduccion de 5

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(2) Sea xeAnB. (3) Por definicion de interseccion xeA y xeB. @) En
particular xeA. (s) 6) Por lotanto AN B c A

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea xe AnB. Por definicion de interseccion xeA y xeB. En particular

xeA. Porlotanto AnBc A

Observemos que en esta demostracion no se necesito de la hipotesis A < B.

(1)
()
(3)
(4)

ELD 2

Demostrar A c AnB
Traduccion xe A = xeANB

AcB P
xXeA P
XeB 1,2

XeA A XeB A 2,3
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(5) xeAnB Traduccion 4
(6) xeA = xeAnB CP25
(7) AcANB Traduccion (6)

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(2 Sea Xe€A. (3) XxeB ya que por hipdtesis A < B. (4) Entonces tenemos que
xeA'y xeB. (5) Es decir que xe AnB. (6) (7) Por lo tanto A < AN B.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea xeA. xeB ya que por hipdtesis A < B. Entonces tenemos que xeA'y
xeB. Es decir que xe AnB. Por lo tanto A < A N B.

Demostracién de (ii) = (iii): Solamente hay que demostrar que AuUB < B
ya que por 1,13 (ii) B < AuUB. Entonces

ELD
Demostrar AUB c B
Traduccion xeA U B = xeB

(1) AnB=A P

(2) xeAUB P

(3) xeAv xeB Traduccién 2

4) xeANBvxeB 11,3

(5) (xeA AxeB) v xeB Traduccion 4

(6) xeB v xeB S5 (primer miembro)
(7) xeB DP 6

(8) xeAuB=xeB CP 2,7

(99 AuBcB Traduccion 8

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(2 Sea xeAuB. (3) Entonces XeA 0 xeB. (4) Por hipbtesis A N B = A,
entonces la anterior disjuncion queda xeA N B 0 xeB. (5) O sea (XeA A
xeB) v xeB. (6) Simplificando el primer miembro de esta disjuncion se
obtiene xeB v xeB, (7) es decir xeB. (8) (9) Por lo tanto AUB < B.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea xeAuUB. Entonces xeA 0 xeB. Por hipdtesis A N B = A, entonces
la anterior disjuncién queda xeA "B o xeB. O sea (xeA A xeB) v xeB.
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Simplificando el primer miembro de esta disjuncién se obtiene xeB 0 xeB,
es decir xeB. Por lo tanto AUB < B.

Demostracion de (iii) = (i), o0 sea, AuB =B=AcB

ELD
Demostrar Ac B
Traduccion xeA = xeB

(1) AUB =B P

(2) XeA P

(3) xeAuB 1.13 (ii)
(4) xeB 13,1

(5) xeA=xeB CP24
(6) AcB Traduccion 5

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(2Sea xeA. 3) Entonces xe AuB por 1.13 (ii). (4) Por hipotesis AuUB = B;
(5) luego, xeB. (6) (7) Por lo tanto A < B.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea xeA. Entonces xe AUB por 1.13 (ii). Por hipétesis AUB = B; luego,
xeB. Por lo tanto A < B.

Proposicion 1.15 () An@=3 (i)AUD=A

Demostraciéon de (i):

ELD
Demostrar AN 3 =3
1) AcB= AnB=A P (1.14)
2 cA= OnA=0 @IA, AB (1)
3) YcA 1.7
4 IDInA=C PP 2,3

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

1) ) (3) 4) Inmediato del hecho de que & < Ay por 1.14.
Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Inmediato del hecho de que & c Ay por 1.14.
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Similarmente para (ii).
Queremos ahora hablar de los elementos que estan en A que no estan en B.
1.16 Definicidn : La diferencia de A y B es el conjunto

A—B= {x/xe ArxgB}

La diferencia de los conjuntos A y B, representada por A — B, esta
constituida por los elementos que pertenecen a A y no pertenecen a B.
Simbdlicamente:

XxeA—B < XxeA AxgB

Ejemplo:Sean  P= {x /X estriangulo}
Q= { x /x estriangulo equilatero}

Xxe P < x es triangulo xe(P-Q) < xe P AxgQ
xe Q < x es triangulo equilétero < xestriangulo A x es
triangulo no equila —
tero
< X es triangulo no
equilatero

Por lo tanto, la diferencia entre P y Q es el conjunto

P—-Q= {x /x estriangulo no equilatero},

y en P — Q estan todas las figuras geométricas que son triangulos no
equilateros.

Representamos graficamente la diferencia entre los conjuntos A y B por el
area sombreada en la figura 6

Fig. 6
Esclaroqueengeneral A-B #B-A
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También (A - B) — C # A — (B — C). Puede el lector dar ejemplos que
ilustren esto?

Consecuencias de la diferencia entre conjuntos

1.17 Proposicion (i) A-B c A
(i) AcB => A-B=0

(i) A-A=Q
(v AnB=gZ => A-B=A
v) A-g = A
Demostraciéon de (ii):
ELD
Demostrar A-B =0
Por RAA
(1) AcB P
2 A-B=#J P
3) dx:xe A—B traduccion (2)
4) xeA A XxgB traduccion (3)
(5) xeA S(4)
(6) xeB (5).(1)
@) xeB S(4)
(8) xeB A x¢B A(6)(7)
109 A-B=gY RAA(2)(8)

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(2) Supongamos lo contrario, esto es, A - B = . (3)(4) Entonces, por 1.6 (ii),
existe un x tal que xeA — B, 0 sea, xeA 'y x¢B. (5) En particular xeA; (6)
Esto implica que xeB debido a que por hipotesis A < B. (7)(8) Pero esto
contradice que x¢B. (9) Porlotanto A-B=< [

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Supongamos lo contrario, esto es, A - B # . Entonces, por 1.6 (ii), existe
un x tal que xeA — B, 0 sea, xe Ay x¢B. En particular xeA,; Esto implica
que xeB debido a que por hipotesis A — B. Pero esto contradice que x¢B.
Porlotanto A-B=J [}
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Demostracion de (iii) :
ELD

Demostrar A—-A=O

(1) AcB=> A-B=0Q
2 AcA = A-A=0Q

3 AcA
4) A—A=Q

P 1.17 (ii)
AB (1)

P

PP 2,3

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1) 2 (3) @ Como Ac Aentonces A—A=

@ por 1.17 (ii). [J

Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Como Ac Aentonces A—A=J por (ii). []

Otra demostracion de (iii) :

ELD
Demostrar A-A=0
Por RAA
1 A-A=zQ P
(2) Ix:xe A-A (1), 1.6 (i)
(3) xeAaxgA traduccion 2
@) A-A=0 RAA 1,3

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1) Supongamos lo contrario; 0 sea A — A # J.(2) Por 1.6 (ii) existe un X :
xe A — A. (3 Esto quiere decir que xe A A XgA. Pero esto es una

contradiccion. (4) Por lo tanto, A-A=0.

Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Supongamos lo contrario; o sea, A — A = . Por 1.6 (ii) existe un x tal que
xe A — A. Esto quiere decir que xe A A XxgA , por definicion de diferencia

de conjuntos. Pero esto es una contradiccion. Por lo tanto, A-A=J .

Demostracién de (iv). Hay que demostrar que el siguiente razonamiento es

valido:

1 AnB=0g P
> A—B=A conclusion
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ELD
Demostrar A—B=A
Traduccion xeA — B < xeA

1) AnB=g P
2) xeA-B P
3 XxeA A XeB Trad.2 def.de A—B
4) XeA S3
1,(5) xeA-B=xeA CP24
(6) XeA P
(7) x¢B (6), (1)
(8) XeA A XxeB A 6,7
9) xeA-B Trad.8 def. de A-B
1,(10) xeA=xeA-B CP 6,9
(11) xeA-B o xeA LB 5,10
1 (12) A-B=A Trad.11 def. = de conjuntos

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que A — B = A.
(2)Sea xeA — B. (3)Entonces xe A y x¢B. (4) En particular xeA. (5)Luego,

xeA-B=xeA. (1)
(6)Sea ahora xe€A. (77 Como A N B = & (hipotesis), x¢B. (8) (9)Entonces
xeA A XxgB , es decir xeA — B.
(10) Luego
xeA=>xeA-B. (Il)
@yDe (1) y (Il')setiene xeA-B < xeA (12 0seaA-B=A.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que A — B = A.
Sea xeA — B. Entonces xe A y xgB. En particular xeA. Luego,

xeA-B=xeA. (1)

Sea ahora xeA. Como A N B = (hipotesis), xgB. Entonces xe A A x¢B
Es decir xeA — B. Luego
xeA=xeA-B. (Il)
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De(l)y(ll)setiene xeA—B<<xeA oseaA—-B=A.

Demostracion de (v) ELD
Demostrar A—J = A
Traduccion xeA —J < xeA

(1) XeA - P
2 XeEA A XgD Trad.2 def. de A-B
3) xeA S3
0,4 xeA-Q = xeA CP14
(5) XeA P
(6) XgJ 1.6(i)
(7) XeEA A XgD A5,6
(8) XeA-O Trad.7 def.de A-B
1,(9) xeA=xeA-g CP 5,8
(10) xeA-Q < xeA LB 4,9
1(11) A-Z=A Trad.10 def. = de conjuntos

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que A— J = A..
(1Sea xeA — . (2)Entonces xe A y xgO. (3)En particular xeA.
(4)Luego

xeA-D=xeA.(I)

(5)Sea ahora xeA.(6)Porl.6(i),x¢.(7) Entonces xe A A XgJ (8)0 sea XeA —
.(9) Luego
xeA=>xeA-J. (Il)

@o)De (1) y (1), se tiene la equivalencia xeA - J < xeA (11)Es decir
A-J=A.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que A—J =A.

Sea xeA — . Entonces xeA y xgO. En particular xeA.
Luego

xeA-D=xeA. (1)

Sea ahora xeA. Por 1.6(i), xgd. Entonces Xe A A XgJ 0 sea Xxe A — .
Luego,

XxeA= xeA- 0. (m)
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De (1) y (1l)setiene laequivalenciaxeA—-J < xeAosea A-J=A.
Conjunto referencial y complemento de un conjunto

Se supone la existencia de un gran conjunto, llamado conjunto universal U,
al cual pertenece x (todos los objetos). Este conjunto puede variar de
significado en cada caso; pero dada una situacion particular, queda
determinado durante el estudio de dicha situacion.

Por ejemplo: Para un matematico, U puede ser en ciertos caso el conjunto de
rectas; para un botanico, U puede ser en determinada situacion el conjunto
de plantas fanerégamas; para un gramatico, U puede ser el conjunto de los
predicados.

Debido a esta situacion, resulta comun que al conjunto universal se le llame
también conjunto referencial.

Normalmente en matematica todos los conjuntos con que se trabajan en un
determinado momento son subconjuntos de un conjunto fijo; por lo tanto, en
este libro, se adoptara el término ‘conjunto referencial’ en lugar de conjunto
universal.

En este contexto, escribiremos A’ en lugar de E — A y a este conjunto lo
[lamaremos el complemento de A con respecto a E o simplemente el
complemento de A, si no se presentan confusiones.

Caracterizacion de los elementos del complemento de A
XeA’& XgA

Para representar el conjunto universal empleamos un rectangulo (que
omitiremos muchas veces) y dentro de él los conjuntos, como se ve en la

figura 7
E {/

4 /
A
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Fig.7

Consecuencias de la nocion de complemento de un
conjunto

i) A=A
1.18 Proposicion i) @=E

i) E =0

iv)  ANA=Q

V)  AUA'=E

Demostracion de (i)
ELD
Demostrar A” = A
Traduccion xeA "< xeA

xeA < xgA’ def. de complemento
& | (xeA") traduccion
& | (xeA) def. de complemento
< 1(l(xeA)) traduccién
< XeA DN

Demostracion de (i) :
ELD
Demostrar @'=E

1 AnB=g = A-B=A 117(v) P

2 ENnY=0 = E-J=E AJE, DIB (1)
) Eng=9 P
(4) E-O=E PP

1 () J'=E traduccion (4)

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

1)@)QB)4)6) D =E esta implicado por 1.17 (iv), haciendo A=E, y,B={.
Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

@'=E estaimplicado por 1.17 (iv), haciendo A=E, y,B=J.[]

Para demostrar (iii) es suficiente demostrar que E" < <.

UNIVERSIDAD DE LA AMAZONIA FLORENCIA CAQUETA COLOMBIA



Conjuntos 37

ELD
Demostrar E' c &
Por RAA
(1) (E c@) P
(2) 3IX:xeE’Axgd traduccion (1)
(3) Ixix gEAxed’ traduccion (2)
4) O'=E P 1.18(ii)
(5) Ix: x ¢E AxeE 13,4
1(6) EE c I RAA 1,5

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1)Supongamos lo contrario; (2)esto es, que existe xeE’ y xgd, (3)es decir,
X ¢E yxe@". 4)Debido a que & = E por 1.18 (ii), (5) entonces tenemos que
x ¢E y xeE, lo que evidentemente es una contradiccion. (6) Asi que E" < &.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Supongamos lo contrario; entonces existe xeE’ y xe¢d, es decir, X ¢E y
xe’. Debido a que & = E por 1.18 (ii), entonces tenemos que X ¢E y
xeE, lo que evidentemente es una contradiccion. Por lo tanto E" < .

Nota : Esta demostracion se puede desarrollar por otro camino. El lector
puede traducir E’, en la linea (3), como E — E, y llegar a la contradiccion de
que Xxed.

Demostracion de (iv):

ELD
Demostrar AN A'=Q
Por RAA
1) ANnA =7 P
(2 Ix: xeAn A" traduccion (1)
3) Ix: xe A A xXeA’ traduccion (2)
4) Ix: xeA A xgA traduccion (3)
1(5) AnA=0 RAA (1),(4)

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1)Supongamos lo contrario; es decir A N A" = J; (2) esto significa que
existe un x tal que xe A N A",(3) lo que a su vez significa que xeA y XeA’,
(4)0 sea que xeAyxgA; locual es una contradiccion. (s)Por lo tanto
ANnA=0 .0
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Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Supongamos lo contrario; es decir A N A" = J; esto significa que existe un
x tal que xe A N A’, lo que a su vez significa que xeA y XeA’, es decir,
xeA'y xgA,; lo cual es una contradiccién. Por lo tanto A N A'= . [

Demostracion de (v): Es evidente que AUA” c E.
Demostremos que E ¢ AUA”:

ELD
Demostrar E c AUA’
Traduccion : xeE = AUA’

(1) xeE P

(2) xeAv xgA Q)

(3) XeAv XeA’ traduccion 2

4) Xe AUA’ traduccion 3

(5) xeE= AUA’ CP1,4
1(6) EcAUA’ traduccion 5

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que E c AU A’.
1)Sea xeE. ()Entonces xeA v xgA , debido a que E es el conjunto
referencial. (3) 4) O seaque xeAUA'. (5) (6)Luego E < AUA".

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que E c AU A'.
Sea xeE. Entonces xeA v xgA , debido a que E es el conjunto
referencial. Por lotanto xeAUA’. Luego E c AUA".

Leyes de Morgan
1.19 Proposicion (1) (AnB)'=A"UB’
(i) (AUB)=A'NB’

Demostracion de (i) :
ELD
Demostrar (ANB)'=A"UB’
Traduccion xe(ANB)” < xe(A"U B)
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xe(ANB) < | (xeANB) def. de complemento
< | (xeA A xeB) def. de interseccion
< | (xeA) v](xeB) ley de Morgan para proposiciones
< XegAv xgB traduccion
& XeA'v xeB’ def. de complemento
< XeA'uB. [ def. de union

Demostracién de (ii) : Ejercicio.
Son muchas las proposiciones que se refieren a las operaciones expuestas en
esta seccion. Cuando queramos demostrarlas, debemos aprovechar lo ya
demostrado. De lo contrario nos saldran demostraciones cada vez mas largas
y por lo tanto poco claras.
Ejemplo : Demostrar AN(AUB) = A

Como Ac AUB, (1.13 (ii)), entonces AN(AUB) = A (1.14)
Otro ejemplo : Demostrar AU(A'n B) = AuB

A UA AB) = (AU A”) N(AUB)  (1.12 (vii))

E ~(AUB) (1.18(v))
AUB. (1.14 (ii))

4. ACTIVIDAD PRACTICA - PROCESO IMITATIVO

Partes de un conjunto.

1. Dados los conjuntos A={x / xeN, x<8}

{x IxeN, 4< x<7 },

{x IxeN, 5< x< 13 },
{x IxeN, x< 8, ximpar },
{

{

X I xeN, xpar, x< 11 },
X I xeN, xpar, 5< x< 10}

B
C
D
E
F
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Determine el valor de verdad de las siguientes afirmaciones :

a. DcB d FcC g EcCcA
b. BcA e. FcE h. Dc A
c. BcE f. FcA

Ademas, demuestre o justifique sus respuestas.
Ejemplol : La proposicion F c A es falsa.
Justificacion en lenguaje ordinario:

Debidoaque F=1{6,8,10} y A=1{1,2,3,4,5,6,7, 8}, sevequeFno
estd contenido en A, ya que, por ejemplo, 10€F, y, 10¢A.

Para desarrollar pensamiento formal y capacidad de abstraccion,
utilizaremos el ELD vy el lenguaje formal para hacer esta demostracion.

Justificamos esta respuesta, demostrando que su negacion es verdadera :

ELD
Demostrar |(Fc A)

Por RAA
(1) xeF « xpar, 5<x<10 P
(2) xeA & xeN, x £ 8 P
3) FcA P
4) 10eF )
(5) 10€A (3)(4)
(6) 10¢A )
@) 10e A A 10€A A(6),(5)

1(8) I(FcA) RAA(3),(4)

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(3) Sup ongamos que la proposicion F c A es verdadera. (4) Puesto que
10€F,(5)10€A;(6) (7) pero esto contradice el hecho de que 10¢A; (8) por lo
tanto es falso que F — A.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Supongamos que la proposicibn F < A es verdadera. Puesto que
10eF,10€A,; pero esto contradice el hecho de que 10¢A; por lo tanto es
falso que F c A.

UNIVERSIDAD DE LA AMAZONIA FLORENCIA CAQUETA COLOMBIA



Conjuntos 41

Ejemplo 2 : Bc A es verdadera.

Justificacion: B c A es verdadera porque A = {1,2,3,4,5,6,7,8}
y B ={4,5,6,7}, claramente se ve que todos los elementos de B estan en A.

Para desarrollar lenguaje formal, trabajaremos esta justificacion por medio
del ELD.
ELD
Demostrar Bc A
Traduccion xeB = xeA, VX

(1) xeAexeN, x<8 P

(2) xeBe>xeN, 4< x<£7 P

(3) xeB P

4) 4< x<7 traduccion 3, 2

(5) X<7 S4

(6) Xx<8 (5)

(7) xeA (6).(1)

8) xeB=xeA CP3,7
(9 BcA traduccion 8

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(3)Sea xeB. (4) Esto significa que 4 < x < 7. 5) En particular x <7, (6) lo que
implica que x < 8; (7)de donde xeA. (8) (9)Por lo tanto B — A. ]

Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea xeB. Esto significa que 4 < x < 7. En particular x <7, lo que implica
que x < 8; de donde xeA. Por lo tanto B — A. []

2. Escribe todos los subconjuntos del conjunto A = {m, n, 0, p}
3. ¢ Cuantos subconjuntos propios tiene el conjunto A=1{1,2,3,4,5,6}?
4. Dibuje un diagrama que ilustre las siguientes relaciones :

SiMc N y NcP, entonces McP

5.Si A ={a, b}, calcule:
a) P(A)
b) PP(A)
c) PPP(A)
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Distincion entre pertenencia e inclusion
1.. Determinar cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas.

a) SiaeA y BcA, entonces ae B

b) Si AcB,BcCy DcC,entonces AcD

c) SiaeAbeB,ceC, {ac} < A, {bc}cB,
entonces Cc A 6 CcB

d Nc N, NcZy ZcQ
e) Si aeM, beN, McP y N c P, entonces {a, b} cP.

2.SiIA={123} y B=1{3,4}, decir de las siguientes proposiciones si son
verdaderas o falsas.

a) {2}eP(A) _9) (B-AeP({34})

b) {3}eP(A)P(B) __ h) A eP(AnB) _
c) {1,2}eP(A) UP®B) __ i) P(A~B)cP(B)

d) {12}eP(A-B) D) {14 eP(AnB)

e) AnBez P(AnB) k) {@}eP(A) _
f) & eP(A-B) _ D) {@ieP®)

3. Con diagramas de Venn o ejemplos numéricos (conjuntos definidos por
extension) verifique las proposiciones 1.13, 1.14, 1.15, 1.17.
4. Con base en el siguiente diagrama

) :
B
completar las siguientes proposiciones :
a) {3} P(ANB) g9 {12} A-B
b) {3}  P(A) h) g  P(@B)
c) 3 A i) (6,80  P(A)
d) 2 B )} (1,8 eP( )
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e) {65} P(A) k) {{5}} __P(B)
f) {{1}, (1.2}} __P(A) e) {{1} (36}}__P(AUB)

De cual de los siguientes conjuntos es X un elemento, un subconjunto o
ninguno de los anteriores :

a) {{ X}} b) X c) DX
d) { X} -{{X}} e){X}uX

Demuestre que AeB A BeC no implica AeC
De ejemplos de conjuntos A, B, C tales que AcB ABeC A AeC

b {X,y,Z} :{ X,y,U}:>Z=u?
e Sea A={a, {b}, c, {c}, {a c}{a d}}.

¢Cuales de las siguientes proposiciones son ciertas? Justifique las
respuestas.

1) aeA 2) acA 3) {b}e A 4) {b}cA
5) {c}eA 6) {c}c1l 7 {a cteA 8) {bC}cA
9) {a,d}eA 10) {a,d}cA 11) deA 2) dc A
13) {{a},{b}} cA 14 {acicA 15 {{c}}cA 16) {{a C}}c A
17) {a, {b}}e P(A) 18) {{a c},{a, d}}cA 19) {ac,{b}}e P(A)
20) {{a, C}jcA

Ejemplo :

La proposicién {a, c} < A es cierta porque acA y ceA; pero {b,c} c A
no es cierta ya que bgA. Igual sucede con la proposicion {{a},{b}} < A,
que no es cierta debido a que {a}¢A,; lo que es cierto es que {a} < A,
porque acA.

{a, {b}}e P(A) es una proposicion cierta puesto que {a, {b}} < A.
Lenguaje 10gico

Las siguientes expresiones estan escritas en el lenguaje de la Teoria de
Conjuntos.

o Expresar cada una de ellas completamente en el lenguaje légico
matematico.
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o Una vez en el lenguaje I6gico, mediante tautologias y elementos de la
teoria, obtenga otra formula ldgica de esta expresion y finalmente
traduzcala al lenguaje de la Teoria de Conjuntos.

a) xe(AuB)NC <
b) xe(AmB)LC <
c) XeP(ArB) <

d) XeP(A) ~ P(B) =

e) XxeA-B <

f) xeAnB <
g) xeB-A" <
h) xeAn(B-C)
i) xe(AnB)-C <
J) xe(A-C)nB <

Ejemplo:
XeP(ArB) & XcANB def. De partes de un conjunto
< XcAAXcB def. De interseccion
< X eP(A) A X e P(B) def. de partes de un conjunto
< X eP(A)NPB)D def. De interseccion
xe(AnB)-C & x e(AnB)AxgC def. De diferencia
< (xeAaxeB)axgC  def. interseccion
< X eAA (X e BAaxgC) prop. asociativa
< X eA A (xgCax e B) prop. conmutativa
< (xeAaxgC)axeB prop. asociativa
< xe(A-C)axeB def. de diferencia
< xe(A-C)nB def. de interseccion [

Operaciones entre conjuntos
Demostrar las siguientes proposiciones, utilizando lo ya demostrado.

a) AuU(AnB) = A

by An(AuB) = A

c)An(A'uUB) =ANnB

dAU(A'NnB) = AuB

e) An(B-C) = (AnB)-C (Sugerencia:B-C=BnC)
f) A—-(BnC)=(A-B)U(A - C) (utilizar e) y ley de Morgan )
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g A-(BuC) =(A-B)n(A-C) (1dem que lo anterior)
Ejemplo: A—-(BnC) = An(BnC) aplicacion de B-c=Bn~c
An(BuC) ley de Morgan
(ANB)YU(ANC) leydistributiva
(A-B)U(A-C) aplicacion de B-c=BncC

Definicidon de diferencia simétrica

La diferencia simétrica de A y B es el conjunto AAB = AUB - (AnB), 0
sea, los elementos que estan en uno de los conjuntos pero no en ambos.

Simbdlicamente,
AAB = {x/xe (AUB) A x¢ (AnB)}

Caracterizacion de los elementos de la diferencia simétrica

xe AAB < xe (AUB) A xg (ANB)
< x estaen A o B pero no en ambos

Un conjunto que se obtiene de esta manera a partir de otros dos conjuntos,
se llama diferencia simétrica entre esos dos conjuntos, Yy
diagramativamente se representa por el area sombreada en la figura 1.

L
e
r’ -' '| BE
I:E.ﬂ.—'-. |—r;'
§ v
k) xeAAB <
) xeBAA <

Utilizando definicion de A A B, demuestre mediante operaciones :
HAAD = A

FLORENCIA CAQUETA COLOMBIA
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(i) AAA = O

(i) AAE = A

(iv) AAB = BAA

(v) AAB = (AuB) N (ANB)

(vii) AAB = (A-B) U(B-A) = (AnB") U(A"nB)
(viii) (AAB)AC= AA(BAC)

(ix) AN(BAC)=(AnB)A(ANC)

Mediante el ELD, demostrar :

a) AcCABcC = AnBcCAAUBCcC
b) ANBcC AAUuBcC = AcCaABcC
c) AcCABcC © AnBcC AAUBCC
d CcAACcB <« CcAnBACCcAUB
e) P(ANB)cP(A)nP(B)

f) P(A) nP(B) < P(A N B)

g) P(A nB)=P(A) n P(B)

h) P(AUB) o P(A)UP(B)

i) Refute con un contragjemplo que P(A U B)= P(A)u P(B).
i) AnB= J= PA)NPA) = {2}

Ky AnB=d= An(BnC)=BnC

) PA)APB)={T}=>ANB=0

m) AnB=J < PA)NPA) ={J}

N A-B=ANB

0 (A-B)nB=g

p) A-B = B-B

qQ AnB=YJd < A-B =A
NANB=Z0g<oAcB

) BLA=B=A_B=A

t) BCcA'=>AcbB
UW(AuB)-B=A=ANnB=yY

V) B-A=BoACH

Ejemplo 1:
Demostrar b) ELD
Demostrar AcCABcC
1) AnBcC
(2) AuBcC

En este ELD hay que hacer dos demostraciones.
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ELD1
Demostrar Ac C

Traduccion xeA = xeC

(1) AnBcC P

(2) AuBcC P

(3) XeA P

4) xe AuUB (3), 1.13 (ii)
(5) xeC 4,2

(6) xeA = xeC CP3,5
(7) AcC traduccion (6)

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(3)Sea Xe€A . (4) Entonces xe A v B por 1.13 (ii). (s Como, por hipotesis,
A U B c C, entonces xeC. (6) (7)Por lo tanto A < C.

Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea xeA . Entonces xeAuUB por 1.13 (ii). Como A u B < C (hipotesis),
entonces xeC. Por lo tanto A < C.

ELD2
Demostrar Bc C

Traduccion xeB = xeC

(1) AnBcC P

(20 AuBcC P

(3) xeB P

4) xeBUA 1.13 (ii)
(5) BUA = AUB 1.12 (vi)
(6) xe AUB 14,5
(7 xeC 6, 2

(8) xeB=xeC CP 37
(99 BcC. Traduccion 8

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(3)Sea xeB. 4) Entonces xeBuUA por 1.13 (ii).;5)6)Como BUA=AUB,
segun 1.12 (vi), entonces xe A U B. (7)Por hipotesis AuBcC, entonces
xeC. 8) (9) Por lo tanto B = C.
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Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea xeB. Entonces xeBUA por 1.13 (ii). Como BUA = AUB, segun 1.12
(vi), entonces xe A u B. Por hipotesis AUBcC, entonces xeC. Por lo
tanto B < C.

Ejemplo 2: Del ejercicio c),

Demostrar: AcCABcC = AnBcC A AuBcC

Organizacion de la actividad préactica

1. Interpretacién de la proposicion :
Lo que esta proposicion quiere decir es que el razonamiento :

1) AcC
(2) BcC
> AnBcC A AuBcC

es valido.

En otras palabras, que la proposicibn AN B c C A AuBcCse
deduce l6gicamente de la proposiciones Ac C,y, B C.

Como la conclusion es una conjuncién, hay que hacer dos demostraciones.

2. ELD
Demostrar ANBcC A AuBcC

Traduccion: (xe AnB = xeC) A (xeAuB = xeC), Vx

(1) AcC P

(2) BcC P

(3) xeAnB P

4) xeA A XeB traduccion 3

(5) XeA S4

(6) xeC 5,1

(7) xeA NB = xeC CP 3,6

0,(8) AnBcC Traduccion 7

9) xeAuB P
(10) xeAv xeB traduccion (9)
(11) xeCv xeC 10,1,2
(12) xeC Dp 11
(13) xeAUB = xeC CP9,12
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0, (14) AuBcC traduccion 13
O (15) ANnBcC A AuBcC A8,14

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

3)Sea xe AnB.4)Por definicion de interseccion xeA y xeB; (5)en particular
xeA. (6)Debido a que A < C por hipdtesis, entonces xeC. (7) (8) Por lo tanto
AnBcC. [

(9)Ahora supongamos que XxeAuUB. (10)Por definicién de union, xeA o
xeB. (11)Si xeA, xeC ya que por hipotesis A < C; Si xeB, xeC debido a
que también B < C. (12) De todas formas tenemos que xeC; (13) (14)Por lo
tanto, AuBc C. L],

(15)Con esto se ha demostrado la implicacion
AcCABcC = AnBcC A AuBcC
Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea xe AnB. Por definicion de interseccién xeA y xeB; en particular xeA.
Debido a que A < C por hipétesis, entonces xeC. Por lo tanto A n B c C.
D1

Ahora supongamos que xeAuB. Por definicion de union, xeA o xeB.
Si xeA, xeC ya que por hipotesis A < C; Si xeB, xeC debido a que
también B c C. De todas formas tenemos que xeC. Por lo tanto A U B < C.
Con esto se ha demostrado AcCABcC = AnBcC A AuBcC

Para completar la resolucién del ejercicio b), mediante un proceso imitativo, el
lector podra demostrar la implicacion :

ANnBcC A AUBcC= AcCaABcC

Ejemplo 2. Ejercicior) Demostrar AnB=ZJ < AcB’

I. Organizacion de la actividad practica

1. Interpretacién de la proposicion :

¢ (AnB=ZJ < AcB’) < [(AmB = J = AcB )A(AcB” = AnB = J)]
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¢ Lo que esta proposicion quiere decir es que los razonamientos :

(1)AcB’ 1)ANB=y
> ANnB=J > AcB’
son validos.

En otras palabras, en cuanto al primer razonamiento, la proposicion
A N B = se deduce l6gicamente de la premisa A < B".
(Idem para el segundo razonamiento).

2. <) ELD
Demostrar AnB=9
por RAA

(1) AchB p
(2) AnB=J P
(3) Ix: xe(AN B) (2) 1.6(ii)
4) XeA A XeB traduccion 3
(5) XeA sS4
(6) xeB’ 5,1
(7) xeB traduccion 6
(8) xeB sS4
9) x¢B A xeB A7.8
(10) AnB=0 RAA2,9

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(2) Supongamos lo contrario, es decir que A N B = O ; (3) esto implica que

ANB tiene elementos, o sea que existe un x talque xe(A m B). (4)De donde
XeA, Y, XeB; ®

(5) En particular xeA. (6) Como, por hipotesis, A < B”, entonces xe B’

(7)0 sea xB.(8)(9) Pero esto contradice el hecho en ® de que xeB. (10) Por
lotanto AnNB =0 .0,

Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Supongamos lo contrario, es decir que A N B = & ; esto implicaque A N B
tiene elementos, 0 sea que existe un x talque xe(A n B). De donde
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XeA, Y, XeB; ®

En particular xe A.Como, por hipotesis,A < B",entonces xe B"; o0 sea x¢B.
Pero esto contradice el hecho en ® de que xeB. Por lo tantoA "B = . [,

3. De la misma forma se demuestra la implicacion AnB=J = AcB".
=)
ELD

Demostrar A c B’
Traduccion xeA = xeB™, VX

1 AnB=g P

(2) X eA P

3) X ¢B 2,1

4) X eB’ traduccion 3

(5) xeA=xebB’ CP24
) AchB traduccion 5

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(2) Sea xe€A,; (3) debido a que A N B = J, x ¢B; (4)pero esto significa que
xeB’. Por lo tanto (5)(6) A< B [

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea xeA. Debido a que A N B = &, x ¢B; pero esto significa que xeB’".
Porlotanto Ac B [

Ejemplo 3. Ejerciciot) Bc A" = Ac B’

ELD
Demostrar Ac B’

Traduccion xeA = xeB™, VX

(1) BcA P

(2) X eA P

(3) BCcA ' =>ANB=OJ ejercicior

4) AnB=¢g PP 3,1

() X ¢B 2,4

(6) xeB’ traduccion 5

(7) xeA = xebB’ CP 2,6
(8) AchB traduccion 7
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Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(2) Sea xeA. (3) (4)Una consecuencia directa de la hipotesis B < A" es que
A N B = . (5)De esto ultimo se despende x ¢B, ya que xeA. (6) Asi que
xeB". (7)8) Porlotanto Ac B  [J

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea xeA. Una consecuencia directa de la hipdtesis Bc A" esque
A N B = . De esto ultimo se despende x ¢B, ya que xeA. Asi que xeB’.
Por lotanto A< B" []

Ejemplo4u) (AUuB)-B=A=>AnNnB=Y

ELD
Demostrar AnB =
por RAA
(1) (AuB)-B=A P
) ANB=%=J P
(3) Ix: xeAn B (2) 1.6(ii)
4) XeA A XeB traduccion 3
(5) XeA S4
(6) xe(AUB)-B 15,1
(7) X¢B 6
(8) XxeB S4
(9) X¢B A xeB A7,8
(10) AnB=Q RAA 2,9

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(2Supongamos lo contrario, esto es, A N B # J;@3) lo que implica que
existe un x tal que xeA N B, (4) 0 sea, xeA y xeB. (5)En particular xeA.
(6) Por la hipétesis (A w B ) —B = A, entonces xe( A U B) — B, (7)es decir
x¢B. (8) Pero ya se ha afirmado que xeB. (9) 10)Luego ANB =3,

Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Supongamos lo contrario, esto es, A N B # J; lo que implica que existe un
x tal que xeA N B 0 sea xeA y xeB. En particular xeA. Por la
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hipdtesis (A U B) — B = A, entonces xe( A u B) — B, es decir xgB. Pero
ya se ha afirmado que xeB. Luego AnB={.

Traduccion del lenguaje ordinario al lenguaje logico y
viceversa.

El lenguaje es una herramienta — humana para representar (significar) de distintas formas
la realidad.

Traducir las siguientes expresiones en lenguaje ordinario al lenguaje 16gico

y

de la Teoria de Conjuntos.

El conjunto A posee algun elemento.

Existen conjuntos sin elementos

Todo conjunto es subconjunto de si mismo

Si un elemento esta en la union de dos conjuntos, entonces pertenece a
uno de los  dos conjuntos.

Dos conjuntos son diferentes si y solo si uno de ellos tiene elementos que
no estan en el otro.

El conjunto vacio no tiene elementos.

El conjunto vacio es subconjunto de todo conjunto.

El conjunto vacio es parte de todo conjunto.

2 es un elemento comuna Ay aB.

Todo conjunto es parte de si mismo.

El elemento ¢ no es comun a A 'y B porque no esta en ambos.

La interseccion de dos conjuntos esta contenida en cada uno de los
conjuntos.

El complemento del complemento de un conjunto es el mismo conjunto.
Los conjuntos A y B no tienen nada en comun.

El elemento b no pertenece ni a A ni a B.

Si dos conjuntos no tienen nada en comun, entonces el complemento del
uno contiene al otro.

Represente, por medio de un diagrama de Venn, la idea del punto

anterior.

Hay elementos que estan en A o en B, pero no en ambos.

X'no es parte de Ay Y no es parte del complemento de A.

Z es una parte comuna Ay aB.

X es una parte de A pero no de B.

Si X pertenece a un conjunto de dos elementos, entonces x es uno de esos
elementos.
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Las siguientes expresiones en lenguaje l6gico y de la Teoria de Conjuntos
son las traducciones de las anteriores expresiones en lenguaje ordinario;
identifiquelas.

e IX:XeA e AMBcAAANBCcB

o (FA)VX)(x A) e A”=A

o (VA)ACA) e X¢(AnB) (6 AnB =)

e X, cAUB=Xx,eAv Xx,eB e beAAbegB

e AMB=UJ=A"oBAB’DA o XgdJ

o (VAT cA) e 2cAAn2eB,0, 2eAnB

e JeP(A), VA e IXx: Xe(A U B) A xg(ANB)
e AcC A 0,AcP(A) o XgP(A)AYgP(A)
eczAvcgB=cgANnB e ZeP(A) A ZeP(B)

e Xe{a, bl = x=av x=b e XeP(A) A XgP(B)
e A#xB & (Fex)[(xeA AxgB) v(xeB A xgA)]

Numero de elementos de un conjunto

Si A es un conjunto, denotaremos con n(A) el nimero de elementos de A.
Ejemplo :

Si V={x /xesvocal }, entonces n(V)=5

Si P={x /xesprimo par }, entonces n(P)=1

Si N ={x /xesdivisor de 15}, entonces n(N) =3

Si conocemos el nimero de ciertos conjuntos dados, es posible hallar el
nimero de elementos de otros conjuntos que son uniodn, interseccion,
diferencias, y complementos de aquellos.

Supdngase que nos dicen que 50 estudiantes de la universidad toman el
curso de biologia y que 120 toman matematicas.

¢Podemos decir cuantos estudiantes toman biologia o matematica? La
respuesta es no, puesto que necesitamos conocer ademas el ndimero de
estudiantes que toman ambas asignaturas. Asi por ejemplo, si sabemos que
los dos conjuntos de estudiantes son disjuntos, entonces la respuesta seria la
suma de los dos nimeros o sea 50 + 120 =170

En general, si se nos dan dos conjuntos A y B tales que son disjuntos, es
decir AnB = J, entonces el nimero de elementos en la union de Ay B es
igual a la suma del nimero de elementos de Ay de B.
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Luego Si AnB=9g, n(AuB)=n(A) +n(B)

Ejemplo: SiA={a,b,c,d} y B={m,n,o0,p,q},entonces n(A) =4,
n(B) =5, AnB=0Y

AuB = {ab,c,d, mn,o,p,q}
n(AuB)=n(A)+n(B) = 4+5=9

Consideremos ahora el caso en que A N B = &, es decir cuando los
conjunto A 'y B no son disjuntos .

Podemos obtener el nimero de elementos de A U B de la siguiente manera :
sabemos que B n B’ = &, puesto que B’ es ¢l complemento de B y en
consecuencia podemos asegurar que (ANB) (AN B’)=3J.

Por tanto,
n[(A N B) U(ANB’)]= n(ANB)+n(ANB’) (1)
En forma semejante, puestoque AN A=, (AnB) Nn(A’nB)=YJ

Por tanto,
n[(ANB) U(A’mB)]= n(AnB)+n(A’” NB) (@)

Sabemos ademas que :
(AnB)UANB)=Ay (AnB)U(A’nB)=B

En consecuencia,

n[(AnB) U(ANB’)] = n(A) 3)
y
n[(AnB) U(A’nB)] = n(B) 4

Sumando miembro a miembro (3) y (4) se tiene :
n[(ANB)UANB)]+n[(AnB) U(A’"B)] = n(A)+n(B) (5
Remplazando (1) y (2) en (5) concluimos que :

n(AnB) +(AnB’) + n(A’nB) +n(AnB) = n(A) +n(B)
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de donde :
n(AnB) + (AnB’) +n (A’ nB) = n(A) +n(B) —n(A NB) (6)

De otro lado sabemos que, AN B’, AnB y A’ B son disjuntos dos a
dos, y Ademas,

AnB)Y)UANB)UA’nB) = AuB

Luego, n(AnB’) + n(AnB) + n(A’nB) = n (A U B) (7

Remplazando (7) en (6) se tiene que n (A U B) =n (A) +n (B) — n(A NB).

Entonces,si ANnB=J,n(AuUB)=n(A)+n(B)-n(AnB)

Observacién Si AnB=, entonces n(ANB) =0

Generalizando lo anterior podemos escribir
(VA,B)[n(AuB)=n(A)+n(B)-n(AnB)].

Ejemplo : En el grupo de deportes de la universidad hay 75 alumnos y en el

de danzas hay 35. Hallar el nimero de alumnos que hacen deportes o

danzas : a) si los entrenamientos se hacen a la misma hora. b) si los

entrenamientos se hacen en dias diferentes y se sabe que 15 estudiantes
pertenecen a ambos grupos (figura 8.2).

U U
A A
a 8 B
Fig. 8.1 Fig. 8.2

Se observa en el caso a) que no puede determinarse con certeza el nimero
de elementos, puesto que no sabemos cuantos alumnos practican ambas
cosas. Podemos asegurar que el nUmero maximo es 110 y el nimero minimo
es 75.
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Para b) tenemos que si
A= {x /xesalumno que realiza deportes }
y
B = {x /xesalumno que hace danzas }
Entonces :
n(AuB)=n(A)+n(B)-n(AnB)

= 75+35-15=95

Es posible derivar formulas para el nimero de elementos de un conjunto que
es la union de méas de dos conjuntos, pero generalmente es mas sencillo
trabajar con base en los diagramas de Venn.

Asi, para tres conjuntos A, B y C es posible probar que :
Nn(AuBUC)=n(A)+n(B)+n(C) —n(ANB)-n(AnC)-n(BnC)
+n(ANBnNC)

Se deja como ejercicio la deduccion de la igualdad anterior.

Del lenguaje ordinario al lenguaje légico y de la
Teoria de Conjuntos

Traducir todas las afirmaciones contenidas en el siguiente parrafo al
lenguaje logico y de la Teoria de Conjuntos vy, luego, responder las
preguntas planteadas més abajo del parrafo :

La siguiente informacion se refiere a un grupo de 200 estudiantes : Todos
los hombres tienen méas de 15 afios de edad, hay 100 mujeres en el grupo.
Hay 150 estudiantes de mas de 15 afios. Hay 50 mujeres rubias. Hay 40
estudiantes rubios de méas de 15 afios de edad. Hay 30 mujeres rubias con
mas de 15 afos de edad.

a) ¢Cuantos estudiantes rubios hay?

b) ¢Cuantas mujeres no rubias tienen mas de 15 afios de edad.

c) ¢Cuantos estudiantes no rubios tienen menos de 15 afios de edad?
d) ¢Cuéntos hombres rubios hay?
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e) ¢Cuantos estudiantes tienen menos de 15 afios de edad?

I. Organizacion de la actividad practica
1. Sean

E el conjunto de 200 estudiantes.

H el conjunto de los hombres

M el conjunto de las mujeres

R el conjunto de estudiantes rubios

Q el conjunto de estudiantes con més de 15 afios de edad

2. Traducciones basicas :

xeH <> x es hombre

XxeM < X es mujer

XxeR <> X es estudiante rubio

xeQ <> X es estudiante con mas de 15 afios de edad.

xeMNR <> x es mujer rubia

xe(MNR)NQ <> x es mujer rubia con méas de 15 afios de edad

xe(MnR”) NQ <> x es mujer no rubia con mas de 15 afios de edad

xe[(MnR) nQ] u [(MR’) nQ] <> x es mujer rubia o no rubia
con mas de 15 afios de edad

3.Traduccion del parrafo :

Todos los hombres tienen més de 15 afios de edad :
(VX)(xeH =>xeQ)0H < Q.
(1) Hay 100 mujeres en el grupo <> n(M) = 100
(2) Hay 150 estudiantes de més de 15 afios <> n(Q) = 150
(3) Hay 50 mujeres rubias <> n(MnR) =50
(4) Hay 40 estudiantes rubios de més de 15 afios de edad <> n(RnQ) =40

(5) Hay 30 mujeres rubias con mas de 15 afios de edad <> n [(M~R)NQ] =
30
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Conclusiones inmediatas :
De (1) y (2) se deduce que :
Hay 50 mujeres con més de 15 afios de edad <> n(MnQ) =50

Hay 50 mujeres con menos de 15 afios de edad <> n(MnQ’) =50

El problema :

f) ¢Cuéntos hombres rubios hay?

g) ¢Cuantos estudiantes rubios hay?

h) ¢Cuéntas mujeres no rubias tienen mas de 15 afios de edad.

i) ¢Cuantos estudiantes no rubios tienen menos de 15 afios de edad?
j) ¢Cuéntos estudiantes tienen menos de 15 afios de edad?

I1. Solucion : ¢ Cuantos hombres rubios hay?

Al combinar la formula n(RNQ) = n[(H N R)NQ ] + n[(MNR)NQ] con los
datos n(RNQ) =40 y n[(MnR)nQ] = 30 dados en las traducciones (4) y
(5) respectivamente, obtenemos como resultado que

n[(H N R)NQ ] =10.
Esto quiere decir que los hombres rubios con més de 15 afios de edad son
10. Pero como todos los hombres tienen mas de 15 afos de edad, entonces
los hombres rubios en total son 10.

¢ Cuantos estudiantes rubios hay?

n(R)=n(HNR) + n(M N R)
n(HNR) =10

n(M A R) =50
n(R)= 10 + 50 = 60

¢ Cuantos estudiantes tienen menos de 15 afios de edad?

X tiene menos de 15 afios <> X no tiene mas de 15 afios
& xeQ
o XeQ’
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Puesto que E = Q U Q’, entonces n(E) =n(Q) + n(Q’)

Debido a que el numero de estudiantes es 200 y 150 estudiantes tienen mas
de 15 afios de edad, entonces es evidente que 50 estudiantes tienen menos de
15 afios de edad. O sea que

n(Q’) = 50
¢ Cuéntas mujeres no rubias tienen més de 15 afios de edad.

Si hay 100 mujeres y 50 son rubias, entonces las no rubias son también 50.
Asi que n(M-R) =50.

De acuerdo a la primera conclusion inmediata, hay 50 mujeres con méas de
15 afios de edad; y estas pueden ser rubias o0 no rubias; o sea que

MAQ = [(MAR) NQ] U [(MAR’) Q]

y
n(M nQ) =50
Puesto que
n[(MNR) Q] + n[(MNR”) Q] =n(M nQ)
y ademas

n[(MnR) nQ] = 30,

es decir que las mujeres rubias con mas de 15 afios de edad son 30, entonces
se tiene que
n[(MmR”) NQ] = 20.

Es decir gue las mujeres no rubias con mas de 15 afios de edad son 20.

¢ Cuantos estudiantes no rubios tienen menos de 15 afios de edad?

Si los estudiantes rubios son 60, los no rubios son 140. Ahora, el conjunto
de los rubios lo podemos partir en dos : el de los que tienen mas de 15 afios
de edad y el de los que tienen menos de 15 afios de edad. De donde resulta
la formula :

n (R)=n[(RNQ)] +n[(RNQ7)] ®
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De la traduccion (4), se sabe que hay 40 estudiantes rubios de mas de 15
afios de edad, o sea que n[(RNQ)] = 40. Por lo tanto, de la ecuacion ®,
sabiendo, ademas, que n® = 60, deducimos que n[(RNQ”)] = 20, o sea,
que los rubios con menos de 15 afios son 20.

Ahora, el conjunto de los estudiantes que tienen menos de 15 afios de edad
también lo podemos partir en dos : el de los que son rubios y el de los que
no son rubios. De esta manera resulta la formula :

n(Q’) =n(RNQ’) + n(R’NQ’) ®

Puesto que sabemos que los estudiantes que tienen menos de 15 afios de
edad son 50 y que los rubios con menos de 15 afios de edad son 20,
entonces, de la ecuacion @ nos resulta facil obtener el resultado n(R’NQ”)
= 30; lo que quiere decir que los no rubios menores de 15 afios de edad son
30. 0

Ejercicios

En una investigacion realizada sobre los habitos de lectura de los estudiantes
de la universidad se encuentra que 48%, leen la revista A; 50 %, la revista
B; 30%, la revista C; 20%, la revistas A y B; 10% leen las revistas B y C;
13%, las revistas A 'y C; 10% no leen ninguna de las revistas.

a) ¢Que porcentaje leen las tres revistas?

b) ¢Qué porcentaje leen exactamente dos revistas?
c) ¢Qué porcentaje leen al menos dos revistas?

d) ¢Qué porcentaje leen exactamente una revista?
e) ¢Que porcentaje leen a lo sumo una revista?

Al finalizar un afio de estudios se observd, analizando tres materias M, B y
E, que el 2% aprobo lastres materias, el 6% reprobd My B, el 5% reprobd B
y E, el 10 % reprobé My E, el 29 % reprobd M, el 32% reprobd B y el 16%
reprobo E.

a) ¢Cuantos estudiantes aprobaron las tres materias?
b) ¢Cuantos reprobaron una exactamente?

c) ¢Cuéantos reprobaron minimo dos?

d) ¢Cuéantos aprobaron minimo dos?

e) ¢Cuéantos aprobaron a lo sumo una?
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Autoevaluaciéon

1. Expresar completamente en el lenguaje 16gico y de la Teoria de
Conjuntos

a) xe(AuB)"C <
b) XeP(A) "P(C) <

c) xe(A-C)rB <«
2. Traduzca al lenguaje l6gico y / o de la teoria de conjuntos.

a) El conjunto vacio no tiene elementos

b) El conjunto vacio es subconjunto de todo conjunto

¢) Siun elemento esta en la unidn de dos conjuntos, entonces ese
elemento pertenece a uno de los dos.

d) El elemento b no pertenece a A ni a B.

e) Si la interseccién de dos conjuntos es disjunta, entonces el
complemento del uno contiene al otro.

f) Si dos conjuntos diferentes no tienen nada en comun, entonces cada
conjunto  estéa contenido en el complemento del otro.

3. Exprese en palabras las siguientes expresiones
en el lenguaje l6gico y de la teoria de Conjuntos.

Q) XeEo xeAv ¢A
b) 1(¥)(xeA UB = xeB)
C) (X)[(xeArxegB)v(xgA AxeB)]=>A=B

d) xed, Vvx
e) XxeAAxgB
f) XegP(A)

4 SiA={a {bc}c, {a},d}

Complete
(1) a_A {aj_A {{a}}_A

@) {{a}}_P(A), {ac;_A
®) fa{bc}} A {c.{a}}_PA)

UNIVERSIDAD DE LA AMAZONIA FLORENCIA CAQUETA COLOMBIA



Conjuntos 63

@){ {b,c}, {c}, }_PA
5. Determinar cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas.

a) SitacA y A c B, entonces acB

b) Si acA y B c A, entonces agB

c) SIAcB y BcC,entonces Cc A
d) SiaeB yaeC, entonces B C

e) Si ac A 'y Bx A, entoncesa ¢B
f) AcA

9) I A

h) AcB=BcA

6. Los siguientes son conjuntos de figuras del plano.

A= {x/xestriangulo }

B = {x/x es triangulo isdsceles}

C = {x/x estriangulo equilatero}

D = {x/x es triangulo rectangulo}

E = {x/x esun triangulo con los tres lados congruentes}
F= {x/x esun triangulo con dos &ngulos congruentes }
G ={x/x esun triangulo escaleno}

Utilizando los simbolos < e =, indicar todas las posibles relaciones entre
dichos conjuntos.

Ejemplo : Demostrar Cc E
ELD

Demostrar Cc E
Traduccién xeC = x €E, VX

(1) xeC <> x es triangulo equilatero P

(2) xeE <> xestriangulo con los tres lados congruentes P

(3) xeC P

4) x es un triangulo equilatero traduccion (3),(1)
(5) x es un triangulo con los tres lados iguales consecuencia (4)
(6) x esun triangulo con los tres lados congruentes  consecuencia (5)
@) xeE traduccion (6)(2)
(8) xeC=x eE CP3,7
1(9) CcE traduccion (8)
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Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

3)Si xeC, 4) x es un triangulo equilatero, (5) y por lo tanto, x tiene sus tres
lados iguales. (6) Pero esto implica que x es un triangulo con los tres lados
congruentes, (7) es decir, XeE. []

Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Si xeC, x es un tridngulo equilatero, y por lo tanto, X tiene sus tres lados
iguales.  Pero esto implica que X es un triangulo con los tres lados
congruentes, es decir, XeE. []

Justificacion en lenguaje ordinario :

C c E, porque los tridngulos equilateros son a su vez tridngulos con los tres
lados congruentes debido a que sus tres lados son iguales.

Traducir al lenguaje ordinario las siguientes afirmaciones de la Teoria de
Conjuntos.

e Az o XeE & xeAv xgA
e ArB = e AcBnC
o XzA A XgB e (AA)(VX)(x ¢A)

e ArB=J = P(A)~P(B)={J} o (AX)(xeA A X ¢B)
1%) e | (¥X)(xeAUB = xeB)
o (VX)(xeA = x ¢B) o (VX)(xeA A X ¢B)

o (Jex)[(xeA AxgB) v(xeB AxgA)]= A=B

OTROS EJERCICIOS
Traducir al lenguaje de la teoria de conjuntos

1. El conjunto A tiene elementos
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2. El conjunto B no tiene elementos
3. Juan estudia y trabaja

4. Ningun pez es animal terrestre; luego si un animal no es terrestre entonces
es pez.

5. El que no sabe leer ni escribir es un analfabeta

6. No todo el que dice Sefior, Sefior, entrara en el reino de los cielos.

7. Ningan hombre es inmortal

8. A cada elemento del conjunto A le corresponde un unico elemento de B.
9. La funcion f es continua en a.

10. Hay cisnes negros

Traducir al lenguaje ordinario

1. I X: XxeA
2. x¢B
3- jeEAjeT.

Sugerencia: Sea E es el conjunto de los estudiantes.
Sea T el conjunto de los trabajadores.

4. (VX)(xeP = x €T) =(3Ix:x ¢gT = x € P)

Sugerencia: Hacer P el conjunto de los peces y
T el conjunto de los animales terrestres

5. (VX)(xgLv xgE = x € A)

Sugerencia: Hacer L el conjunto de los que saben leer y
T el conjunto de los que saben escribir

6. 1(vx)(xeS = xeR)
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Sugerencia: Hacer S el conjunto de los que dicen Sefior, Sefior
y R el conjunto de los que entraran al reino de los cielos.

7. (VX)(xeH= x¢gl)

Sugerencia: Hacer H el conjunto de los hombres
e | el conjunto de los inmortales.

8. (VxeA)(Fy,zeB)[(X,y) efAa(X 2) ef = x= 7]
9. (VE>0)(F0>0) (x € Bd(a) = f(x)eBE(f(a) )
10. (3x)(Cx ANX)

Sugerencia: Hacer C el conjunto de los cishes
y N el conjunto de los que son negros.
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