EL ELD Y EL ALGEBRA LINEAL

1.SeaV=R" y W= {(X,X,,.... X, ;,0)/ X, eR }= R™™*
Demostrar : W es un subespacio de R".

I. ORGANIZACION DE LA ACTIVIVIDAD PRACTICA.
1. XeW o X=(X,X,,...,X,1,0)

2. ELD
Demostrar : W es un subespacio de R"
Traduccion : 1) X,YeW = X+YeW
2) XeWyceR=cX eW

3) (0,0,....00 eW

1) X YeW P

(2) X eW < X= (X, Xy,0e0s X, 4,0) Def. de W

3) X+Y = (X, %500, X0 1,00+ (Yis Yoo Vs, 0)

= (Xy+ Y1 X + Yo Xoq + Yn1,0) 2

(4) X+Y = (X +Y5, X + Yy X5 +Y,4,0) 3

(5) X+YeW 1,4
1,(6) X,YeEW = X+YeW CP15

(7) XeW A ceR P

(8) cX = (CXy,CXy, ..., CX,, 4,0) 17,2

9) cXeW 1,8
1,(10) XeWyceR=cX eW CP79
1,(11) (0,0,...,0) eW yaque x,=0 2

Il. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL CON LA AYUDA
DEL ELD.

Vamos a demostrar que W es un subespacio.

LSI X,YeW ,@@)@) X=(X;, X, %X,1,0), Y= (Y,,¥Y5,0s¥s,0) Y

X+Y= (X o n110)+(y11y21 o Y 1’0)
= (%, +y1,X +Yor Xp 1+ Y 1,0).

)6) Dedonde X +YeW (por definicion de W).
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2.nSeaXeW yce R.@8) ©Como X =(X;, X,,..., X, ;,0), entonces
CX = C(Xy, X5,y X, 1,0) = (CXy, X, ..., X, 4,0) . (20) Y por lo tanto cX e W.

3..13)(0,0,...,0) eW ya que su ultima componente es cero.

I11. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMA SIN LA AYUDA
DEL ELD.

Vamos a demostrar que W es un subespacio.
LSiX, YeW, X=(X, Xy %, 1,0), Y = (V1 Yoreon ¥o0s0) Y
X+Y =(X, %Xy, X,1,0) + (Vi) Voueeey Vi 1,0)
= (X + Y1, X + Yo Xy +Y,4,0)
De donde X +Y eW ( por definicion de W).

2.SeaXeWyceR.Como X=(X;,X,,..., X, ,0), entonces

cX =C (X, Xy,..., X, 1,0) = (CX,,CX,, ..., €X,,4,0) . Y por lo tanto cXe W.

n-1°
3. (0,0,...,0) e W ya que su ultima componente es cero.

2. Sea V un espacio vectorial sobre K. Sean U y W subespacios de V.
Entonces U W es un subespacio de V.

I. ORGANIZACION DE LA ACTIVIDAD PRACTICA
1. Notacién : U es subespaciode V <> U<V
2. ELD
Demostrar : UnW< V
Traduccion : 1) uweUnW = u+weUnW
2Q)ueUnW A ceK = cueUnW
3)0eV= 0eUnW

(1) uUsv P
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(2) W<V =
(3) uweUnW P
4 uweUA uw eW 3
(5) u+tweUaA u+tweW 11,2,4
(6) u+tweUnW 5
1,7 uweUnW = u+weUnW CP 3,6
(8) ueUNW A ceK P
9) ueUA ueW A ceK 8
(10) cueUA cueW 19,1,2
(12) cueUnW 10
1,(12) ueUnW A ceK = cueUnW CP 3,10
(13) 0eV=> 0€UAOeW 1,2
1,(14) 0eV= 0eUNnW 13

Il. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMA CON LA AYUDA
DEL ELD.

Vamos a demostrar que UW es un subespacio.

1.(3)Sean u,we U W.@Entonces uweU y uweW.@)Por hipbtesis u +
weUyu+weW; @) 7)de donde u+weUNW.

2.8)Sea ueUNWy ceK. (9 Entonces ueU y ueW. @o)Por hipotesis
cueUycueW,; 11) (12)por lo tanto cue UN'W.

3. (13) (14) Como el cero de V estd en U y en W ( por hipétesis), entonces el
cero de V ha de estar tambiénen Un'W .

I11. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMA SIN LA AYUDA
DEL ELD.

Vamos a demostrar que UNW es un subespacio.
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1.Sean uwe UNW. Entonces uwe U y u,weW. Por hipoétesis, u + we U
yu+weW,; yporlotanto u+weUnW.

2.5ea ueUnWy ceK. Entonces ueUyueW. Por hipétesis, cueU y
cue W, por lo tanto cue UNn'W.

3. Como el cero de V esta en U y en W ( por hipdtesis), entonces el cero
de V ha de estar tambiénen UW .

3. Demostrar que el conjunto de vectores {e',e* } es linealmente
independiente.

I ELD
Demostrar :{e',e” } es linealmente independiente.

Traduccion: ae' +be*=0=a=b=0

1) ae' +be*=0 )
2) ae' +2be”=0 Derivando 1
(©) be*=0 (2)-(@1)
4) % £0 P
(5) b=0 3,4
(6) ae'=0 11,5
) el %0 P
(8) a=0 6,7
(9) a=h=0 5.8
(10) ae' +be*=0=>a=b CP1,9
[1(11) {e',e*} es linealmente independiente. Traduccion 10

Il. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL CON LA AYUDA
DEL ELD.

Vamos a demostrar que el conjunto {e',e”} es linealmente
independiente.
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(1) Sea ae' + be?= 0. (2) Derivando se obtiene ae' + 2be*= 0. (3)
Substrayendo la primera ecuacion de la segunda, se obtiene be®=
0.@4))Puesto que e* =0, se tiene que b = 0. (6)Reemplazando este
valor para b en la primera ecuacion tenemos ae'= 0, (7) (8)lo que implica
que a = 0, por ser e'#0. (9Asi que a = b = 0. @o)1Por lo tanto, el
conjunto{ e',e® } es linealmente independiente.

I11. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL SIN LA AYUDA
EL ELD.

Vamos a demostrar que el conjunto {e',e*! es linealmente
independiente.

Sea ae' + be*= 0. Derivando se obtiene ae' + 2be*= 0.
Substrayendo la primera ecuacion de la segunda, se obtiene be® = 0.
Puesto que e* =0 se tiene que b = 0. Reemplazando este valor para b
en la primera ecuacion tenemos ae'= 0, lo que implica que a = 0, por ser

e' #0. Asi que a = b = 0. Por lo tanto, el conjunto{ e',e*} es linealmente
independiente.

4. TEOREMA. Sea {v,,V,,...,v, } un conjunto de generadores de un
espacio vectorial V. Sea {v,,V,,...,v,} un subconjunto maximal de

elementos linealmente independientes. Entonces {v,,v,,...,v,} es una
base de V.

I. ORGANIZACION DE LA ACTIVIDAD PRACTICA

1. Definicion de Base: {v,,V,,...,Vv, } es una base de V siy solo si
D) GV, VsV, D=V Y
2) Los vectores v,,V,,...,v, son linealmente
independientes.

2. ELD
Demostrar : {v,,V,,...,V, } es unabase de V.

Traduccion : 1) G({ v,,V,,...,V, }) =V
2) {V,,V,,...,V, } son L.I.

(1) G({VyVy0V, ) =V P
(2) {v,,V,,...,v, } es maximal L.I. P
(3) v, eV P
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4) v,Vv,,..,v,,v, sonL.D. 2,3

(5) 3Ix,X%,,...,X,, ¥ € R no todos O tal que
XVy +X,V, +...+ XV, +y; =0, cony = 0. Porque,

de lo contrario los v,,v,,...,v, serian L.D. 4,2

6) v, :—ﬁvl —ﬁv2 —...—X—’vr , WY, 5
y y y

(7 G({v,Vv,,..,v,})=V traduccion 6

18  {vy,V,,...,V, } esunabase de V 7,2

Il. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL CON LA AYUDA
DEL ELD.

Vamos a demostrar que {v,,V,,...,V, } es una base de V.
(3)Sea v, un elemento arbitrario de V. @) Por hipotesis, los
elementosv,,v,,...,v,,v, son linealmente independientes. (5)Es decir,

existen X;,X,,...,X,, y nimeros no todos O tal que
XV, XV, + XV, Y, =0,

Ademés vy =0, porque, de lo contrario v,,Vv,,...,v, serian linealmente
dependientes. (6) De donde, resolviendo para v, , tenemos:
Xl X2

Xr
V,=—-tv, -2V, —..——V,, W,
y y y

demostrandose que v; es una combinacion lineal de v,,v,,...,v,; (7lo
que quiere decir que el conjunto {v,,v,,...,V, } genera el espacio vectorial

V. (8Como, por hipétesis, los elementos v,,v,,...,v, son linealmente

independientes, entonces queda demostrado que {v,,V,,...,V, } €s una base
de V.

I11. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL SIN LA AYUDA
DEL ELD.

Vamos a demostrar que {v,,V,,...,V, } es una base de V.

Universidad de la Amazonia Florencia Caqueta COLOMBIA



Algebra Lineal y EL ELD 173

Sea v, un elemento arbitrario de V. Por hip6tesis, los

elementosv,,v,,...,v,,v, son linealmente independientes. Es decir,

= VY

existen x;,X,,...,X,, Yy nimeros no todos O tal que
XV, XV, .+ XV, Y, =0.

Ademas y =0, porque, de lo contrario v,,v,,...,v, serian linealmente
dependientes. De donde, resolviendo para v, , tenemos:
X, X, X

V==V, =2V, —..——V,, WV,
y © oy ° y

demostrandose que v, es una combinacion lineal de v,,v,,...,v,; lo que
quiere decir que el conjunto {v,,v,,...,v, } genera el espacio vectorial V.
Como, por hipotesis, los elementos v,,v,,...,v, son linealmente

r

independientes, entonces queda demostrado que {V,,V,,...,V, } €s una base
de V.

5. Sean v,w elementos de un espacio vectorial y suponga que v=0. Si
v,w son linealmente dependientes, demuestre que existe un nimero a tal
que w = av.

. ELD

Demostrar: vywson L.D= JaeR:w=av

(1) vweV p
(2) v=0 P
3) v,w son L.D p
4) 34, A,notodos 0: A,v+A,w=0 traduccion 3
(5) A, #0 (porque 1,=0= A4v=0Aa4 =0) 24
(6) A,W= -4V 4
0 w=-21y 6

2
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(8) a:—ﬁ P
1’2
9) JaeR:w=av 7,8
7(10) vwsonL.D= JaeR:w=av CP 3,9

Il. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL CON LA AYUDA
DEL ELD.

Vamos a demostrar que si v,w son linealmente dependientes, entonces
existe un nimero a tal que w = av.

(1)(2)3)Sean v,w elementos de un espacio vectorial V con v =0 y ademés
linealmente dependientes. (4)Entonces existen A, 4,no todos cero tal que
Av+A,w = 0. (5En particular, 4, #0. Si 1,=0 y 4 #0, se tendria
A,v+0w = 0, de donde v seria O, contradiciendo la hipotesis de que v =0.

A A

(6)(7)Entonces w = _/1_\' . (8) 9) (10)Haciendo a= L nos queda w = av.
2 2

I1l. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL SIN LA
AYUDA DEL ELD.

Vamos a demostrar que si v, w son linealmente dependientes, entonces
existe un numero a tal que w = av.

Sean v,w elementos de un espacio vectorial V con v=0 y ademas
linealmente dependientes. Entonces existen A,,4,no todos cero tal que
Av+A,w = 0. En particular, 1, #0. Si 4,=0 y 4 #0, se tendria
A,v+0w = 0, de donde v seria 0, contradiciendo la hipétesis de que v=0.

A

. A
Entonces w = — A_V . Haciendo a=— /1—1 , NOS queda w = av.
2 2

6. Sean A, A,,...,A vectores en R" y suponga que son mutuamente

perpendiculares ( es decir, dos cualquiera de ellos son perpendiculares) y
ninguno de ellos es 0. Probar que son linealmente independientes.
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l. ELD
Demostrar: A, A,,...,A vectoresen R" son L.I.
Traduccion: o, A +a, A, +..+a, A =0 > =a, =..=a, =0

(1) A LAiI#] P
(2) A =0 i=12 ..r P
(3) oA +a,A + Ao A+ . +a, A =0 P
4) o AA +a,AA +.. Ao AA+...+a, AA =0 2,3
(5) A-A=0,i#] traduccién 1
(6) oA A=0 45
(7) A-A=|A]*>0 P
(8) a,=0,1=12..,r 6,7
9 aA+a,A+..+a, A=0= ¢, =0,i=12 ..,r CP 3,8

Il. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL CON LA AYUDA
DEL ELD.

Vamos a demostrar que A, A,,..., A, vectores en R" son linealmente
independientes.
B)Sea oA+, A+ Ao A+...+a A =0.

@Multiplicando ambas partes de esta ecuacion por A con i=12, ...,r,
se obtiene :

o, AA +a,AA +.. .+, AA +...+a AA =0.

5)Como A - A;=0 parai= j, por hipotesis, (6) tenemos ;A - A =0. (7)
@®)(9)Teniendo en cuenta que A- A> 0, se concluye que «; =0 para
i=12,..,r.

I11. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL SIN LA AYUDA
DEL ELD.

Vamos a demostrar que A, A,,..., A vectores en R" son linealmente
independientes.

Sea oA +a,A+..+oA+...+a A =0.
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Multiplicando ambas partes de esta ecuacion por A con i=12,...,r,se
obtiene :

oo, AA +a,AA +.. o, AA +...+a AA =0.

Como A -A;=0 parai= j, por hipotesis, tenemos a; A - A =0.
Teniendo en cuenta que A- A> 0, se concluye que o, =0 para
i=12 ..,r.

7. Sea F: V+— W una aplicacion lineal. Las siguientes dos condiciones son
equivalentes:

Q) El Kernel de F es igual a {0} .

(i) Si u,w son elementos tal que F(v) = F(w), entoncesv=w . En
otras palabras, F es inyectiva.

l. ELD
Demostrar: KerF = {0} < F es inyectiva

(1) F:VeWeslineal P
=)(2) KerF = {0} P
3) F(v) = F(w) P

4) F(v) O F(w)=0 3

(5) F(v-w)=0 14,1
(6) v -weKerF I 5, Def KerF
(7) v-w=0 6,2

(8) V=W 7

9) F(vV)=FWw) => v=w CP 3,8
(10) F es inyectiva traduccion 9
1,(11) KerF = {0} = Fes inyectiva CP 2,10
<) (12) F es inyectiva P
(13) ve KerF P
(14) F(v)=0 13
(15) F@O)=0 1
(16) F(v) = F(0) 114,15
a7 F(v)=F(w) => v=w 12
(18) F(vV)=F0) = v=0 O/w, 12
(19) v=0 PP 16,18
(20) KerF = {0} 13,19
1, (21) F es inyectiva = KerF = {0} CP 12,20
1 (22) KerF = {0} < F es inyectiva LB 11,21
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Il. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL CON LA AYUDA
DEL ELD.

Vamos a demostrar KerF = {0} < [F(v) = F(w) = v=w].

=) (2)Sea KerF = {0}. (3)4)Vamos a probar que F es inyectiva:
Supongamos que F(v) = F(w) osea F(v) [1 F(w) =0. (5)Entonces F(v - w)
=0, puesto que F es lineal. (6)Esto quiere decir que v - we KerF (7)o sea v
—w =0 ( por hipétesis); @)de donde v =w, (9) (10) lo que quiere decir que
F es inyectiva. (11)Por lo tanto se tiene la implicacién

KerF = {0} = F es inyectiva *)

(12)Supongamos ahora que F es inyectiva y demostremos que KerF =
{0}.(13) Sea ve KerF . (14)Entonces F(v) = 0. (15)Debido a que F es lineal,
F(0) =0, a6)a7)(18)(19)y como F es inyectiva, v = 0. (20)Por lo tanto KerF =
{0}. (21)Asi que se cumple la implicacion

F es inyectiva = KerF = {0} (**)

22)De (*) y (**) se tiene la equivalencia KerF = {0} < F es inyectiva,
que era lo que queriamos demaostrar.

I11. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL SIN LA AYUDA
DEL ELD.
Vamos a demostrar la equivalencia

KerF = {0} < [F(v) =FWw) = v=w].
=) Sea KerF = {0}. Vamos a probar que F es inyectiva.

Supongamos que
F(v) = F(w) osea F(v) J F(w) =0.
Por ser F lineal
F(v-w)=0
Esto quiere decir que
v-weKerF osea v—w =0 ( por hipotesis);

de donde v =w, lo que quiere decir que F es inyectiva. Por lo tanto se
tiene la implicacion

KerF = {0} = F es inyectiva *)
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Supongamos ahora que F es inyectiva y demostremos que KerF = {0}.

Sea veKerF . Entonces F(v) = 0. Debido a que F es lineal F(0) =0 y como
F es inyectiva, v = 0. Por lo tanto KerF = {0}. Asi que se cumple la
implicacion

F es inyectiva = KerF = {0} (**)

De (*) y (**) se tiene la equivalencia KerF = {0} < F es inyectiva, que
era lo que queriamos demostrar.

8. Demostrar que (1,1) y (-3,2) son linealmente independientes.

l. ELD
Demostrar: (1,1) y (-3,2) son L.I.
Traduccion: «,(1,1) + «,(-3,2)=(00) = o, = ¢,=0

1) a,(1,1) + «,(-3,2) =(0,0) P
(2) (a,-3a,, a,+2a,)=(0,0) 1
3) a;-3a,=0 (i)

a,+2a, =0 (ii) 2
4) 5¢,=0 -(i) + (i), 3
(5) a,=0 4
(6) a,-3-0=0 0/ ex,, 3(i)
(7) a, =0 6
(8) a, = a,=0 57

) o,(11) + 2,(-3,2)=(00) =, = @,=0 CP 18
1(10) (1,1) y (-3,2) son linealmente independientes  trad. 9

Il. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL CON LA AYUDA
DEL ELD.

Vamos a demostrar que (1,1) y (-3,2) son linealmente independientes.
@w@Sea «,(1,1) + a,(-3,2) =(0,0)osea (¢,-3¢a,, a,+2a,) =(0,0).

3)Entonces a,-3a,=0 (i)
a,+2a,=0 (i)
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#)G)Substrayendo de (ii) la ecuacion (i) se obtiene 5a,= 0 o0 sea
a,=0.(6)(7)(8)Sustituyendo este valor en (i), se obtiene «;, = 0. 9)@20)Por lo
tanto (1,1) y (-3,2) son linealmente independientes.

I11. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL SIN LA AYUDA
DEL ELD.

Vamos a demostrar que (1,1) y (-3,2) son linealmente independientes.
Sea «,(1,1) + «,(-3,2) =(0,0) osea (o,-3¢c,, a,+2a,) =(0,0).

Entonces a,-3a,=0 (i)
a,+2a,=0 (i)

Substrayendo de (ii) la ecuacion (i), se obtiene
Sa,=0 osea «,=0.

Sustituyendo este valor de «, en (i), se obtiene «, = 0. Por lo tanto (1,1)
y (-3,2) son linealmente independientes.

9. Sean (a,b)y (c,d)dos vectores en el plano. Si ad —bc =0, demuestre

que son linealmente dependientes. Si ad —bc =0, demuestre que son
linealmente independientes.

l. ELD,,
Demostrar : ad —bc=0= (a,b)y (c,d) son L.D.

(1) ad —bc=0 P
2 x(a,b)+y(c,d) = (0,0) P
©) (xa, xb) + (yc, yd) = (0,0)
4) (xa+ yc, xb+yd) = (0,0)
(5) xa+yc=0 Q)

xb+yd =0 (i) 4
(6) xad + ycd =0 (iii)

xbc+ydc=0 (iv d(i), c(ii), 5
(7) xad — xbc =0 (iii) —(iv),6
(8) x(ad —bc) =0 7
9) Puede ocurrir x=0 1,8
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(10) 3x, yno todos 0: x(a,b) +y(c,d) = (0,0) 2,9
(11) (a,b)y (c,d) son L.D. traduccion 10
(12) ad-bc=0= (a,b)y (c,d) sonL.D. CpP111

DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL CON LA AYUDA
DEL ELD
Vamos a demostrar que(a,b)y (c,d) son vectores linealmente

independiente en el caso de que ad —bc=0.

@Sea x(a,b)+ y(c,d) = (0,0). @)@ Entonces(xa+ yc, xb+yd)=

(0,0).

(5)Es decir
xa+yc=0 ()
xb+yd =0 (i)

(6)Multiplicando la primera ecuacion por d y la segunda por c, se obtiene:

xad + ycd =0  (iii)
xbc+ydc=0  (iv)

(mAhora de (iii) restando (iv), queda :

xad —xbc=0

®)Y
x(ad —bc) =0

(9)Debido a que, por hipotesis, ad —bc=0, es posible x=0. (10)Por lo
tanto se puede afirmar que existen X, y no todos O tales que x(a,b) +
y(c,d) = (0,0). 11) 12)Pero esto quiere decir que los vectores (a,b)y
(c,d) son linealmente dependientes., que era lo que queriamos demostrar.

DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL SIN LA AYUDA
DEL ELD

Vamos a demostrar que(a,b)y (c,d) son vectores linealmente
independiente en el caso de que ad —bc=0.

Sea x(a,b)+y(c,d) = (0,0). Entonces (xa + yc, xb+yd) = (0,0) .
Es decir
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xa+yc=0 (1
xb+yd =0 (i)

De donde, multiplicando la primera ecuacién por d y la segunda por c, se
obtiene:

xad +ycd =0  (iii)
xbc+ydc=0  (iv)

Ahora, de (iii) restando (iv), tenemos :
xad — xbc =0
x(ad —bc)=0

Debido a que, por hipdtesis, ad —bc =0, es posible x=0. Por lo tanto se
puede afirmar que existen x, y no todos O tales que x(a,b) + y(c,d) =

(0,0). Pero esto quiere decir que los vectores (a,b)y (c,d) son
linealmente dependientes., que era lo que queriamos demostrar.

l. ELD,,
Demostrar : ad —bc=0= (a,b)y (c,d) son L.I.

(1) ad —bc=0 P
(2) x(a,b)+y(c,d) = (0,0) P
©) (xa, xb) + (yc, yd) = (0,0) 2
4) (xa+ yc, xb+yd) = (0,0) 3
(5) xa+yc=0 ()

xb+yd =0 (i) 4
(6) xad + ycd =0 (iii)

xbc+ydc=0 (iv) d(i), c(ii), 5
(7 xad — xbc =0 (iii) —(iv),6
(8) x(ad —bc) =0 7
9) x=0 1,8
(10) yc=0 0/x, 5(i)
(11) y=0 10
(12) ad —-bc=0= (a,b)y (c,d) son L.l CpP1,11
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DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL CON LA AYUDA
DEL ELD

Vamos a demostrar que (a,b)y (c,d) son linealmente independientes si
ad —bc=0.

Sea x(a,b)*+ y(c,d) = (0,00. @)@Entonces (xa+ yc, xo+yd)=
(0,0) . (5)Es decir

xa+yc=0 (1)
xb+yd =0 (i)

(6)Multiplicando (i) por d y (ii) por c, obtenemos:

xad + ycd =0 (iii)
xbc+ydc =0 (iv)

(mRestando (iv) de (iii), se tiene:

xad — xbc =0.
8)O sea
x(ad —bc) =0.

©)Debido a que, por hipdtesis, ad —bc=0, se deduce x = O.
(10)11)(12)Reemplazando este valor para x en 5(i), se obtiene y = 0,
demostrandose que los vectores(a,b)y (c,d) son linealmente

independientes.

DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL SIN LA AYUDA
DEL ELD

Vamos a demostrar que (a,b)y (c,d) son linealmente independientes si
ad —bc=0.

Sea x(a,b) + y(c,d) = (0,0). Entonces (xa+ yc, xo+yd)= (0,0). Es
decir

xa+yc=0 ()
xb+yd =0 (i)
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Multiplicando (i) por d y (ii) por c, obtenemos:

xad + ycd =0  (iii)
xbc+ydc=0 (iv)

Restando (iv) de (iii), se tiene:

xad —xbc=0.
O sea

x(ad —bc) =0.

Debido a que, por hipétesis, ad —bc =0, se deduce x = 0. Reemplazando
este valor para x en 5(i), se obtiene y = 0, demostrandose que los
vectores (a,b) y (c,d) son linealmente independientes.

10. Sean A,B dos vectores en R?, y asuma que ninguno de ellos es 0. Si
no existe un c tal que cA = B, demuestre que A,B forman una base de R?,

y que R%es la suma directa de los subespacios generados por A y B
respectivamente.

l. ELD

Demostrar: —(3c)(cA=B) = {AB} es base deR*yR* = G{A} ® G{B}

(1) ABER*A A0 A B=0 P
(2) —(3c)(cA=B) P
(3) —(3c)(cA-B=0) 2
(4) A,BnosonL.D. traduccion 3
(5) A,BsonlL.l. traduccion 4
(6) {A,B}es maximo L .I. 51
(7) {A B} esunabase de R® 6,1
(8) VX eR*3a, fcR: X =aA+ B 7
(9) G{IA}={aAlxeR} 1
(10) GB}={ B/ R} 1
(11) G{A} nG{B} ={0} yaque 0-A=0A0-B=0 9,10
(12) R?*=G{A} ® G{B} 8,9,10,11
(13) {A, Bles una base de R*> A R*= G{A} ® G{B} A712
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DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL CON LA AYUDA
DEL ELD

Vamos a demostrar que A,B forman una base de R?,y que R?es la suma
directa de los subespacios generados por A y B respectivamente si no
existe un c tal que

CcA = B.

(2)(3)Supongamos que no existe un ¢ tal que cA = B, 0 sea tal que
cCA—B=0.4) Esto quiere decir que A, B no son linealmente
dependientes, pues siendo, por hipétesis A=0 y B = 0, c=0. (5Pero
esto significa que son linealmente independientes. () (7) ¢)Como Ay B

son elementos de R?, entonces {A, B}es un conjunto maximo linealmente
independiente, lo que indica que {A, B} es una base de R?, es decir que
para todo X de R? existen «,fecR tal que X =cA+/B.
9)(10)(11)Construyendo G{A} = {cA/aeR} y G{B } = { B/ SR}, se
tiene G{A} NnG{B } = {0} vya que 0-A=0y 0-B=0. 12
@3)Finalmente, por teorema 7, se tiene R*= G{A} ® G{B}.

DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL SIN LA AYUDA
DEL ELD

Vamos a demostrar que los vectores A y B forman una base de R?, y que

R?es la suma directa de los subespacios generados por A y B
respectivamente si no existe un c tal que cA = B.

Supongamos que no existe un c¢ tal que cA =B, o seatal que cA—B=0.
Esto quiere decir que A, B no son linealmente dependientes, pues por
hipétesis A=0 y B # 0, c=0. Pero esto significa que son linealmente
independientes. Como A y B son elementos de R?, entonces {A, B}es un
conjunto méaximo linealmente independiente, lo que indica que {A, B} es
una base de R?, es decir que para todo X de R?* existen «, <R tal

que X =cA+ [B.

Construyendo

G{A}={cAlaeR} y G{B}={B/BeR},
se tiene

G{A} "G{B}=1{0} yaque 0-A=0y 0-B=0.
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Finalmente, por teorema 7, se tiecne R*= G{A} ® G{B}.

15. Sean V, W dos espacios vectoriales y F: V +— W una aplicacion
lineal. Sean w,,w,,...,w, elementos de W linealmente independiente, y

sean v,,v,,...,v, tal que F(v;)= w, parai=1,2, . . ., n. Demuestre
que v,,V,,...,V, son linealmente independientes.

I ELD
Demostrar : v,,Vv,,...,Vv, son linealmente independientes.

Traduccion : v, + a,V, +...+a,V, =0 = ;=0 i=12,...,n

(1) V, W espacios vectoriales P
(2) F: VW una aplicacion lineal P
(3) w,w,,...,w L.I P
4) v,,V,,..,.v,eV:F(v,)=w,i=12 ...,n P
(5) oV, +a,Vv, +..+a,Vv, =0 P
(6) F(aVv, +a,v, +...+a,v,) =F(0) 5
(7) F(av,) + F(a,v,)+...+F(a,v,) = F(0) 16,2
(8) o, F(v)+a,F(v,)+...+a,F(v,) =F©0) 17,2
9) F()=0 2
(10) o, F(v,)+a,F(V,)+...+a,F(v,) =0 18,9
(11) oW, +a,W, +...+a,W, =0 110,4
(12) o =a,=..=a,=0 13,10
(13) v, + v, +...+a vV, =0= ;=0 i=12,...,n CP 5,12

Il. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL CON LA AYUDA
DEL ELD

Vamos a demostrar que V,,V,,...,V, son  vectores linealmente
independientes.

G)Seaa,V, +a,V, +...+a,V, =0. 6)Entonces F (v, + a,V, +...+a,V,)
= F(0). (7)®)@)Por ser F lineal, o, F(v,) + a,F(v,)+...+a,F(v,) =F(0)
y F(0) =0. (t0)De donde a,F(v,)+a,F(Vv,)+...+a,F(v,) =0 @1) 0 sea
oW, +a,W, +...+a,W, =0 yaque F(v,)=w,, para i=1,2, . . .,n.
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@2Como los w;,w,,...,w, son linealmente independientes entonces
a,=a,=..=a,=0. @)Por lo tanto, v,,v,,...,v, son vectores
linealmente independientes.

I11. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL SIN LA AYUDA
DEL ELD

Vamos a demostrar que Vv,,V,,...,V, son  vectores linealmente
independientes.

Sea
oV, +a,Vv, +..+av, =0.
Entonces
F(ayVv, +a,v, +...+a,v,) = F(0).
Por ser F lineal,
o, F(v)+a,F(v,)+...+a,F(v,) =F(0) y F(0)=0.
De donde
o, F(v,)+a,F(v,)+...+a,F(v,) =0
0 sea
oW, +a,W, +...+a,W, =0 yaque F(v,)=w,, para i=12,.,n

Como los w;,w,,...,w, son linealmente independientes entonces

a,=a,=..=a,=0. Por lo tanto, v,,v,,...,v, son  vectores
linealmente independientes.

n

11. Sea F una aplicacién lineal, cuyo Kernel es {0}. Suponga que Vy W
tienen ambos la misma dimension n. Demuestre que la imagen F es todo
W.

l. ELD
Demostrar : ImF =W
Traduccion: uelmF < ueW

(1) F:V +— W unaaplicacion lineal P
(2) KerF = {0} P
3) dimV = dimwW P
=) (4) uelmF P
(5) AveV:F(v)=u | 4, Def.ImF
(6) F(v)eW 1
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(7) uew 15,6
1,8 uelmF=ueW CP47
<)(9) uew P

(10) F es inyectiva y sobreyectiva 2,3

(11) AveV: F(v)=u 9,10

(12) uelmF 11
1,(13) ueW =uelmF CP 9,12

(14) uelmF < ueW LB 8,13
0 (15) ImF=W traduccion 14

Il. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL CON LA AYUDA
DEL ELD

Vamos a demostrar que ImF = W.

Sea uelmF. (5 Entonces existe unveV : F(v) =u .6)7)Como F es una

aplicacion de V en W, entonces F(v)eW y por lo tanto ueW . (g)Por lo
tanto se tiene la implicacion

uelmF=ueW (¥

(9)Sea ahora u eW . (10)Como KerF = {0} y dimV = dimW, F es inyectiva
y sobreyectiva. (11) (12)Por lo tanto existe un veV :F(v)=u, con lo que

F(v)eW vya que F es una aplicacion de V en W. (13)Asi que se tiene la
implicacion

ueW =uelmF (*¥)

(14)De (*) y (**) se tiene la equivalencia ue ImF < ueW (15) 0 sea ImF
=W.

I11. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL SIN LA AYUDA
DEL ELD

Vamos a demostrar que ImF = W.

Sea uelmF. Entonces existe unveV:F(v)=u.Como F es una

aplicacion de V en W, entonces F(v)eW vy por lo tanto ueW . Por lo
tanto se tiene la implicacién

uelmF=ueW (¥
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Sea ahora ueW . Como KerF = {0} y dimV = dimW, F es inyectiva y
sobreyectiva. Por lo tanto existe un veV :F(v)=u, con lo que F(v)eW

ya que F es una aplicacion de V en W. Asi que se tiene la implicacion
ueW =uelmF  (*%)

De (*) y (**) se tiene la equivalencia ue ImMF < ueW osealmF =W,

12. Sea F : Vi W una aplicacién lineal y suponga que la imagen de F es

todo W. Suponga que V y W tienen la misma dimension n. Demuestre que
el Kernel de F es {0}.

l. ELD
Demostrar : KerF = {0}
(1) F:V > W unaaplicacion lineal P
() ImF=W P
(3) dimV=dimW=n P
(4) dimV =dimKerF + dimimF Teorema 3
(5) dimV =dimKerF + dimW 14,2
(6) dimV =dimKerF + dimV 135
(7) dimKerF=0 6
[1(8) KerF = {0} traduccion 7

Il. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL CON LA AYUDA
DEL ELD

Vamos a demostrar que el Kernel de F es {0}.

4)Por Teorema 3, se tiene que dimV = dimKerF + dimimF. (5)Debido a
que, por la segunda hipoétesis, ImF = W, entonces dimV = dimKerF +
dimW. e Como dimV = dimW = n (tercera hipdtesis), entonces dimV =
dimKerF + dimV, (7)o sea dimKerF = 0. (8)Pero esto quiere decir que KerF
= {0}.

I1l. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL SIN LA AYUDA
DEL ELD

Vamos a demostrar que el Kernel de F es {0}.
Por Teorema 3, se tiene que

dimV = dimKerF + dimImF.
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Por la segunda hipadtesis,

ImF=W.

Entonces

dimV = dimKerF + dimW.
Como

dimV = dimW = n (tercera hipotesis),
entonces
dimV = dimKerF + dimV,

0 sea

dimKerF = 0. Pero esto quiere decir que KerF = {0}.

13. Sea L : V — W una aplicacion lineal. Sea w un elemento de W. Sea
V, unelemento de V tal que L(v,)=w. Demuestre que cualquier solucion

de la ecuacion L(x) = w es del tipo v, + u, donde u es un elemento del
Kernel de L.

l. ELD
Demostrar : L(X) =w = X =V, + U, ue KerL

(1) F: V — W una aplicacién lineal P
2) weW P
B) vyeV:L(vy)=w P
4) L(X) =w P
(5) L(X) = L(v,) 13,4
(6) L(X) - L(v,)=0 5
(7) L(x-v,)=0 6,1
(8) X - Vv, € KerL | 7,Def.KerL
9) Uu=x-v, P
(10) ue KerL 18,9
(11) X= V, +U,ueKerL 9,10
(12)L(x) =w = x=v, +u, ueKerL CP 4,11

1(13) Cualquier solucién de la ecuacion L(x) = w es del tipo
X = V, +Uu, donde u esunelemento del Kernel de L trad. 12

Il. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL CON LA AYUDA
DEL ELD

Vamos a demostrar que cualquier solucién de la ecuacion L(x) = w es del
tipo v, + u, donde u es un elemento del Kernel de L.
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@ Sea L(x) = w.(5) 6)Por la tercera hipotesis, L(x) = L(v,), es decir, L(X)
- L(v,) =0. (mnComo L es una aplicacion lineal, entonces L(x - v,) = 0. (8)
Pero esto significa que X - v, € KerL. (9)Sea u = X - v,.(10) (11) De donde
X= Vv, +uyueKerL, (12) 13) que era lo que queriamos demostrar.

I11. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL SIN LA AYUDA
DEL ELD

Vamos a demostrar que cualquier solucién de la ecuacion L(x) = w es del
tipo v, + u, donde u es un elemento del Kernel de L.

Sea
L(X) =w.
Entonces
L(x) = L(v,),
es decir,

L(x) - L(v,) =0, por latercera hipotesis.
Como L es lineal,

L(x - v,)=0.
Pero esto significa que
X -V, eKerL.
Sea
U=X-V,.
De donde

X= v, +U yueKerlL,
que era lo que queriamos demostrar.

14. Sea L: R?*+> R? una aplicacion lineal tal que L=0 pero

L*= LoL=0. Demuestre que existe una base {A, B} de R* tal que
L(A)=By L(B)=0.

l. ELD
Demostrar : 3{A, B} basede R*: L(A)=By L(B)=0.

(1) L: R* = R? una aplicacion lineal P
(2) L2= LoL=0. P
(3) {A,B} cR*:L(A)=By L(B)=0 P
4) cA+ B =0 P
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(5) L (cA+ B)=L(0) 4

(6) al(A) + pL(B) =L(0) 15,1

(7 L(0)=0 1
(8) al(A)+ pL(B)=0 16,7
9) aB+ B-0=0 18,3
(10) aB=0 9
(11) a=0 10,3
(12) B =0 111,4
(13) B=0 12,3
(14) a= =0 11,13
(15) A+ MB=0=>a=4=0 CP 4,14
(16) {AB}esL.lL traduccion 15
(17) (A, B}cR? P

(18){A,Bles una base de R*tal que L(A)=By L(B)=0  3,16,17

Il. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL CON LA AYUDA
DEL ELD

Vamos a demostrar que existe una base {A, B} de R* tal que L(A)=By
L(B) = 0.
@Sea dA+ B=0. (¥

5)Entonces L (cA+ fB) =L(0), (6)de donde al(A)+ pL(B)=L(0) (F es
lineal). (7) 8)Como L(0) = 0, entonces al.(A) + AL(B) =0. (9)Debido a que
L(A) =By L(B) = 0 (tercera hipétesis), la anterior igualdad resulta en
aB +B-0=0(@0)0 sea en aB =0, 11)de donde «a=0yaque B #0.
(12)Reemplazando este valor de « en (*), se tiene AB=0. (13)De donde
£ =0, @4)@5)@as)comprobandose que el conjunto {A, B} es linealmente
independiente. (17) as)Como {A, B} es subconjunto de R* , entonces es
una base y satisface que L(A) =By L(B) =0, que era lo que queriamos
demostrar.

I11. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL SIN LA AYUDA
DEL ELD

Vamos a demostrar que existe una base {A, B} de R* tal que L(A)=By
L(B) =0.

Sea A+ B =0. (*)
Entonces
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L (eA+ B) = L(0),

de donde
al(A) + AL(B)=L(0) (F es lineal).
Como
L(0) =0,
Entonces

ol (A) + pL(B) =0. *)
Por tercera hipdtesis
L(A)=By L(B)=0. (%)
De (**) y (***)
aB+B-0=00sea en «aB=0,
de donde
a=0yaqueB =0.

Reemplazando este valor de « en (*), se tiene AB=0. De donde
B =0, comprobandose que el conjunto {A, B} es linealmente

independiente. Como {A, B} es subconjunto de R?, entonces es una base
y satisface que L(A) =By L(B) =0, que era lo que queriamos demostrar.

15.Sea L : R? — R? unaaplicacion lineal definida por
L(x,y) = (2x +y, 3x - 5y). Demuestre que L es invertible.

l. ELD
Demostrar : L tal que L(x,y) = (2x+y,3x-5y)
es invertible.
Traduccion : (i) KerL = {0}
(if) L es sobreyectiva

(1) L: R? — R? lineal : L(x, y) = (2x + Y, 3x-5y) P
2) (X, y) e KerL P
(3) (2x +y, 3x-5y) = (0,0) | 2,Def.KerL
4) 2x+y=0 (i)
3x-5y=0 (i) 3
(5) 13x =0 5(i) + (ii), 4
(6) x=0 5
(7) y=0 1 6,4(i)
(8) x=y=0 6,7
(9) (x,y)eKerL= x=y=0 CP28
1,(10) KerL = {0} traduccion 9
(11) dimV =dimKerL + dimImL Teorema 3
(12) dimKerL=0 10
(13) dimV = dimImL 11,12
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1,(14) L essobreyectiva 14
1 (15) Lesinvertible 10,13

Il. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL CON LA AYUDA
DEL ELD

Vamos a demostrar que la aplicacion lineal L definida por
L(X,y) = (2x +y, 3x - 5y) es invertible.

Tenemos que demostrar : (i) KerL = {0} y (ii) L es sobreyectiva.
)Sea (X, y) e KerL (3) Entonces (2x +y, 3x-5y) = (0,0).

)0 sea 2x+y=0 (i)
3x-5y=0 (i)

5)Multiplicando (i) por 5 y adicionandole (ii), se obtiene:
13x=0.

(6)De donde

x=0.
(mReemplazando este valor de X en (i), se obtiene :

y =0.
®)(9)(10)Lo que quiere decir que KerL = {0}. (11)(12)Esto a su vez significa
que dimKerL = 0; (13)de donde, por el Teorema 3, se deduce que la
dimension de V es igual a la dimension de la imagen de L,
(14)comprobandose que L es sobreyectiva. (15)Y con esto se completa la

demostracion de que L es invertible.

I11. DEMOSTRACION EN LENGUAJE FORMAL SIN LA AYUDA
DEL ELD

Vamos a demostrar que la aplicacién lineal L definida por
L(x,y) = (2x +y, 3x - By) es invertible.

Tenemos que demostrar : (i) KerL = {0} y (ii) L es sobreyectiva.

Sea (X, y) e KerL Entonces (2x +y, 3x-5y) = (0,0).
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O sea 2x+y=0 0]
3x-5y=0 (i)

Multiplicando (i) por 5 y adicionandole (ii), se obtiene:

13x =0.
De donde
x=0.

Reemplazando este valor de x en (i), se obtiene :

y =0.
Es decir
KerL = {0}.

Esto implica que dimKerL = 0; de donde, por el Teorema 3, se deduce
que la dimension de V es igual a la dimension de la imagen de L,
comprobandose de esta manera que L es sobreyectiva. Y con esto se
completa la demostracion de que L es invertible.
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