EXHIBICION DE PENSAMIENTO FORMAL
MATEMATICO DESARROLLODADO EN
NINOS EN EDAD ESCOLAR CON EL
METODO DE LA ZONA DE DESARROLLO
PROXIMO.

“El uso de métodos concretos de imitacion es necesario e inevitable, pero unicamente como
trampolin para desarrollar el pensamiento abstracto, como medio, no como fin en si mismo ...

... La maduracion per se es un factor secundario en el desarrollo de las formas mas complejas y
singulares de la conducta humana. La progresiva evolucién de dichas formas de conducta se
caracteriza por complicadas transformaciones cualitativas de una forma de comportamiento en
otra ( 0, como diria Hegel, una transformacion de cantidad en calidad ) ...

. El momento més significativo en el curso del desarrollo intelectual, que da a luz las formas
mas puramente humanas de la inteligencia practica y abstracta, es cuando el lenguaje y la
actividad practica, dos lineas de desarrollo antes completamente independientes, convergen.”

Vygotski

La matematica expuesta en este capitulo es de nivel universitario. Quizas
el lector encuentre dificil entenderla, pero tenga en cuenta que esta
matematica ha sido expuesta de modo independiente por nifios de diez y
once afios de una manera perfecta, con toda propiedad y fluidez, como si
se tratara de operaciones elementales de la aritmética.

Puede ser que nos asombremos que un nifio de la escuela primaria pueda
desarrollar este pensamiento que es propio de una carrera de matematicas.
Esto se debe al hecho universal de que esta matematica sélo se estudia en
la universidad y en las carreras de matematicas puras. También se debe a
la creencia de que la edad mental depende completamente de la edad
cronoldgica, y que sélo los genios y unos pocos superdotados tienen
acceso a la ciencia a una edad temprana.

Conviene hacer dos aclaraciones :

(1) que a pesar de que la matematica expuesta en este capitulo es de alto
nivel de abstraccion, sin embargo, no es un ejemplo de dominio de
pensamiento abstracto en matematicas, todavia es un pensamiento
elemental. Con la ayuda de la metafora de los capullos, flores y frutos del
desarrollo se podra mostrar con claridad y precision su relacion con el
pensamiento superior.
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(2) que es normal que los estudiantes no puedan desarrollar pensamiento
abstracto matematico por si solos, y que su desarrollo se hace posible a
través del aprendizaje escolar al ayudarles a desarrollar en su interior
aquello de lo que carecen intrinsecamente en su desarrollo. Este punto
también se demostrard en la practica por medio de un experimento en el
que el lector tendra la oportunidad de verificar por si mismo que con la
ayuda de otro es posible desarrollar pensamiento abstracto matematico,
aunque se considere una persona no apta para esta materia. Con este
experimento, se podra poner fin a la creencia de que la matematica pura es
solo para personas muy inteligentes.

Invitamos, pues, al lector, a que se compenetre con este pensamiento y lea
con detenimiento toda la matemética que a continuacion se expone, a fin
de que verifique por si mismo que la matematica si se la estudia
adecuadamente, esto es, segin el método de la zona de desarrollo
préximo, no solamente sera una materia asequible, sino también
disfrutable.

PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DE LA
DIVISIBILIDAD

Para facilitar el manejo de los objetos de estudio de este capitulo,
adoptaremos las siguientes convenciones y / 0 notaciones:

e n dividea m senotapor n/m.
e n nodividea m senotapor n /7~ m
e res el residuo por defecto de dividir m entre n se nota por r= m = n.

Ejemplos: 5 divide a 10 se nota por 5/ 10, 3 no divide a 10 se nota por
3710 y2= 17 =5 indicaque 2 es el residuo por defecto de dividir
17 entre 5.

TEOREMA 0
La suma de los residuos por defecto y por exceso es igual al divisor.

Demostracion general :

Si c es el coeficiente por defecto en D +d, se ha establecido que el residuo
por defecto r y el residuo por exceso r’ vienen dados por las siguientes
formulas :

r =D-dc (1)

r'=d(c+1)-D
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Efectuando el producto d(c+1) en esta Gltima igualdad, tenemos :
r=dc+d-D )
Sumando (1) Y (2) tenemos :
r+ r=D-dc+dc+d -D
Simplificando D y-D, —dc y dc, nosqueda :
r+r =4d
Y esto era lo que queriamos demostrar.

TEOREMA I
Todo numero que divide a otros varios, divide a su suma.

Ejemplo: Sea la suma 10 + 15 + 20

Esquema  conorebo el teorema

hipgtesis tesis

[ﬂm, 5715 ¥ 5?2@] —y Ea”m+£5 + zﬂ

Prueba
Sea el numero 5, que divide a 10, 15y 20 (hipdtesis).
Vamos a probar que 5 divide a 10 + 15 + 20 = 45, o sea que 10 + 15 +
20 es multiplo de 5 (Tesis).

En efecto: 10 = 5x2;
15 = 5x3;
20 = 5x4.

Sumando miembro a miembro estas igualdades, segun la ley de
uniformidad de la suma, tenemos:

10 + 15 + 20 = 5x2 + 5x3 + 5x4.

Sacando el factor comun 5 en el segundo miembro de esta Gltima
igualdad, tenemos:
10+15+20=5(2+ 3 +4).
O sea 10+ 15+ 20=5x9
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lo que nos dice que la suma 10 + 15 + 20, o sea 45, contiene a 5 nueve
veces; luego, 5 divide a la suma 10 + 15 + 20, que era lo que queriamos
demostrar.

DEMOSTRACION GENERAL

Esqusma abstrgets S8l teoreenn

hipdtesis bctc
N AN o M8

& = irg. & =ng' oo =ng"

Sea el namero n que divide a los nimeros a, b y ¢ (hipotesis). Vamos a
probar que n divide a lasumaa + b + c (tesis).

En efecto: Sea q el cociente de dividir a entre n, q’ el cociente de dividir b
entre n 'y q’’ el cociente de dividir ¢ entre n. Como el dividendo es el
producto del divisor por el cociente, tendremos:

a= nq
b = nq’
c = nq”’

Sumando miembro a miembro estas desigualdades, tenemos:

atb+c=nqg+nqg +nq’’
Sacando n factor comdn:
atbtc=nlqg+q +q”)

lo que nos dice que a + b + c contiene a n un nimero exacto de veces, q
+ q’ +q’ veces, o sea que n divide a la suma a + b + ¢, que era lo que
queriamos demostrar.

TEOREMA II

Todo numero que no divide a otros varios divide a su suma, si la suma
de los residuos que resultan de dividir éstos entre el numero que no
los divide, es divisible por este nimero.

Ejemplo: Sea la suma 15 + 37 + 46
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Eequegimad  conorgty  Agl Heoviema

hipdtgsis tizsis
FFlS FFEIT p Fr40
FAII+244 com - | FAIE+ET+ S

[S15+7 2232747 pd=d6+7

SomFirmgolan de i hipdlesis

157 FANT 48| 7 1+2+4=7 quees
Dz @5 @ dvisiblepor 7

. Lo escrito bajo la confirmacion de la hipotesis significa que :

15=7x2+1
37=7x5+2
46 = 7x6 +4

Prueba

Sea el numero 7, que no divide a 15, ni a 37, ni a 46, pero el residuo de
dividir 15 entre 7 es 1, el de dividir 37 entre 7 es 2 y el de dividir 46 entre
7 es 4,y la suma de estos residuos, 1 + 2 + 4 = 7, es divisible por 7
(hipdtesis)

Vamos a probar que 7 divide a 15 + 37 + 46 = 98 (tesis).

En efecto: 15=7x2+1
37=7x5+2
46 = 7x6 + 4

Sumando estas igualdades:
15+37+46=7x2+ 7x5+ 7x6 + 1 +2 +4.

Sacando factor comdn 7:
15+37+46=72+5+6)+ (1+2 +4).
O sea 15+ 37 +46 =7x13 + 7.

Ahora bien, en el segundo miembro, 7 divide a 7x13 porque es un maltiplo
de 7 y divide a 7, porque todo numero es divisible por si mismo; luego 7
divide a su suma 15 + 37 + 46 o sea 98, porgue segun el teorema anterior
todo numero que divide a otros divide a su suma, que era lo que
queriamos demostrar.
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DEMOSTRACION GENERAL

Esqugima  abstyacty  agl torgma
hipdtesis _ iy

aFg nSh  ne

g &1;,."’?""‘?"""?"”
o nsaFhFe

PEAT, FE8vm oy S

Sea el nimero n que no divide a los nimeros a, b ni c. Sea r el residuo de
dividir a entre n; r’ el residuo de dividir b entre n, r’” el residuo de dividir
centre nylasuma r+r1’ +r’ divisible por n (hipétesis).

Vamos a probar que n divide a a + b + c (tesis).

En efecto: Sea q el cociente de dividir a entre n, q’ el de dividir b entre
nyq’’ el de dividir c entre n, tendremos:

a=nq+r
b= nq’ +r’
C:nq,’+r’,

porque en toda divisién inexacta el dividendo es igual al producto del
divisor por el cociente, mas el residuo.

Sumando miembro a miembro estas igualdades, tenemos:

)

a+b+c=nqg+ng +ng”+r+r+r”.
Sacando n factor comdn:
atb+tc=nlq+q +tq’)+Er+r ++r")

En el segundo miembro de esta ecuacion, podemos observar que n divide
al sumando n(q + q’ +q"’) porque este numero es multiplo de n y divide al
sumando (r +r’ + r’’) porque en la hipdtesis hemos supuesto que la suma
de los residuos era divisible por n; luego, si n divide a estos dos
sumandos, tiene que dividir a su suma, que es a + b + ¢, porque segun el
teorema anterior, todo nimero que divide a varios sumandos, divide a su
suma. Luego, ndivide a a + b + c, que era lo que queriamos demostrar.
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TEOREMA 111

Si un nimero divide a todos los sumandos de una suma, menos a uno
de ellos, no divide a la suma, y el residuo que se obtiene al dividir la
suma entre el ndmero, es el mismo que se obtiene dividiendo el
sumando no divisible entre dicho nimero.

Ejemplo: Sea la suma 10 +15 + 22.

ESGuénil  concrety  gel  Feorema

hipdtesis feic
S0 S5 M 5722 5710 F 15+ 22 =47
4 2=22425 — ¢ H 2=472 5

Coufirmacion de La hipdtesiz:
10 =52 22|85
15 = xS ]
Prueba
Sea el nimero 5, que divide a 10 y a 15 pero no divide a 22, siendo 2 el

residuo de dividir 22 entre 5, como lo podemos observar en la
confirmacion de la hipotesis (Hipotesis).

Vamos a demostrar que 5 no divide a 10 + 15 + 22 = 47 y que el residuo
de dividir 47 entre 5 es 2, igual al residuo de dividir 22 entre 5 (Tesis).

En efecto: 10 = 5x2
15 = 5x3
22 =5x4 + 2.

Sumando miembro a miembro estas igualdades, segun la ley de
uniformidad, tenemos:

10 + 15+ 22 = 5x2 + 5x3 + 5x4 + 2
Sacando el factor comun 5 en el segundo miembro, tenemos:

10+15 +22=52+3+4) +2
osea 10+ 15 +22=5x9+2

y esta uUltima igualdad demuestra el teorema, pues ella nos dice que el
numero 5 esta contenido en la suma 9 veces, pero no exactamente, sobra
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el residuo 2; luego 5 no divide a 10 + 15 + 22. Ademas, ella nos dice que
el residuo de dividir 10 + 15 + 22 entre 5 es 2, igual al residuo de dividir
22 entre 5.

DEMOSTRACION GENERAL

Esqudimi ghstracty ol Hovenad

hipdtesis tesis
nSEnsl g nte unratbF+es
H r=c2un — > | Y re{afbdtn

Sea el numero n que divide a los nimeros a y b, pero no divide a c; sea r
el residuo de dividir c entre n(Hipdtesis).

Vamos a demostrar que n no divide a a + b + c y que el residuo de
dividir lasuma a+ b + c entre n es el mismo que el de dividir c entre
n, o sear (Tesis):.

En efecto: llamaremos q al cociente de dividir a entre n; q’ al cociente de
dividir b entre n; q’’ al cociente de dividir c entre n siendo r el residuo de
esta division. Entonces tendremos:

a=nq
b=ngq’
c=nqg’ +r

Sumando miembro a miembro estas igualdades, tenemos:

a+b+c=nqg+nqg +nqg”’ +r
o0 sea atb+tc=ng+q +q)+r

y esta Ultima igualdad demuestra el teorema, pues ella nos indica que el
nimero n no esta contenido en la suma a + b + ¢ un nimero exacto de
veces, pues esta contenido en ella g + q’ + q’’ veces pero sobra el residuo
r; luego, n no divide al nimero a + b + c. Ademas, ella nos dice que el
residuo de dividir a + b + c entre n es r, que es el mismo residuo que
resulta de dividir ¢ entre n. Luego queda demostrado lo que nos
proponiamos.
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TEOREMA IV
Todo numero que divide a otro divide a sus multiplos.

Ejemplo, 5 divide a 10. Entonces 5 dividira a cualquier multiplo de 10,
por ejemplo a 40.

Cequerma  oonovety Ael teprema
hipdtesis
[ ] —_— [.F.f qufrmu-dhpdﬂdp.tﬂ ]
(por gfesmple @ £6)
Sea el nimero 5, que divide a 10 (hipdtesis).

Vamos a probar que 5 divide a cualquier multiplo de 10; por ejemplo, a
10x4 = 40 (tesis).

En efecto: 10x4 =10 + 10 + 10 + 10.
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Ahora bien, 5 divide a todos los sumandos 10 del segundo miembro por
hipétesis; luego, dividird a su suma que es 10x4 o sea 40, porque hay un
teorema (Teorema |) que dice que todo nimero que divide a varios
sumandos divide a su suma; luego, 5 divide a 40, que era lo que
queriamos demostrar.

DEMOSTRACION GENERAL

LG UL abstegotn A8l Fovgmus

hipglesis beeis
"o a ———— | B/ eunlquis nuiltiplo A a
Sea n el nimero que divide al nimero a (hipétesis). Vamos a probar que

n divide a cualquier multiplo de a, por ejemplo al nimero ab (tesis).
En efecto:

Ahora bien, n divide a todos los sumandos a del segundo miembro por
hipotesis; luego, dividira a su suma, que es ab, porque hay un teorema (el
teorema 1) que dice que todo numero que divide a varios sumandos divide
a su suma; luego, n divide a ab, que era lo que queriamos demostrar.

TEOREMA V
Todo numero que divide a otros dos, divide a su diferencia.

Ejemplo: Sea la diferencia 18 —12 =6

ESGUEMA CHNOFEED Ael CEovEn
hipdteeis Bgis
[3/195 3/1.2} _ [3/’1’5’-12‘]

Sea el nimero 3, que divide a 18 ya 12 (hipotesis).
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Vamos a probar que 3 divide a la diferencia 18 — 12 = 6 (tesis).
En efecto:
18=3x6
12=3x4
Restando miembro a miembro estas desigualdades, tenemos:
18-12=3x6-3x4
Sacando 3 factor comudn en el segundo miembro:
18-12 =3(6—4)
osea 18-12=3x2

lo que nos dice que la diferencia 18 — 12, o sea 6, contiene a 3 dos veces,
0 sea, que 3 divide a 18 — 12, que era lo que queriamos demostrar.

DEMOSTRACION GENERAL

Esqueéma abotracty Agl feorema
hipdtgeic Beis

Sea n que divide a los niumeros a 'y b siendo a > b (hipoétesis)
Vamos a demostrar que n dividea a—b (tesis).

En efecto: Sea q el cociente de dividir a entre ny q’ el cociente de dividir
b entre n. Como en toda division exacta el dividendo es igual al producto
del divisor por el cociente, tenemos:

a=ngq
b=nq’

Restando miembro a miembro estas igualdades, segiun la ley de
uniformidad de la resta, tenemos:

a-b =ngq-ng’
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Sacando n factor comdn en el segundo miembro:
a-b=n(@-q)
lo que nos dice que la diferencia a — b contiene a n un nimero exacto de

veces q — g’ veces, luego, n divide a la diferencia a — b, que era lo
queriamos demostrar.

TEOREMA VI

Todo namero que no divide a otros dos, divide a su diferencia si los
residuos por defecto que resultan de dividir estos dos nimeros entre
el numero que no los divide son iguales.

Ejemplo: Sea la diferencia 28 — 13 = 15.

Esqubnd opncigty A2l Eovdma

hipotesic Epsis
&5 7z H F7Iz
patiags] 5 op_1=

—

PSR s ya=13t 5

Conglrrieldn de la hlpdtesks
2P| & Iz 5

| D=

Prueba
Sea el numero 5, que no divide a 28 ni a 13, pero el residuo por defecto de
dividir 28 entre 5 es 3 y el residuo de dividir 13 entre 5 también es 3 (
hipétesis).
Vamos a probar que 5 divide a la diferencia 28 — 13 = 15 ( tesis)

En efecto: 28=5x5+3
13=5x2+3

Restando miembro a miembro estas igualdades, tenemos:
28-13=5x5-5x2 +3-3.

Sacando 5 factor comun en el segundo miembro:
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28-13=55-2)+(3-3)
ycomo3-3=0, 28-13=5x5-5x2 +3-3 nos queda:

28 -13=5(5-2)
osea 28-13=5x3

lo que nos dice que la diferencia 28 — 13, o sea 15, contiene a 5 tres
veces; luego, 5 divide a la diferencia 28 — 13, que era lo que queriamos
demostrar.

DEMOSTRACION GENERAL
ESFULMa  ABSERAC Lo Asl Feorema
hipotesis tosis

“ln Y wih
pero
FEATA g r=hta

ﬁ- nf.ﬁ‘-fﬂ

Sea el numero n que no divide a a ni a b; r el residuo de dividir a entre n
y b entre n (hipotesis).
Vamos a probar que n divide a la diferencia a — b (tesis)

En efecto: Sea q el cociente de dividir a entre n y g’ el cociente de dividir
b entre n, como r es el residuo en ambos casos, tenemos:

a=nq+r
b=ng +r

Restando estas igualdades, tenemos:
a-b=nqg-ng +tr-r

Y como r —r es 0, nos queda:
a-b=nq-ng"

Sacando n factor comun, tenemos:
a-b=n(g-¢q)
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Lo que nos dice que la diferencia a — b contiene a n un nimero exacto de
veces, (q — ¢g’) veces o sea que n divide a la diferencia a — b, que era lo
que queriamos demostrar.

TEOREMA VII
Todo namero que divide a la suma de dos sumandos y a uno de éstos,
tiene que dividir al otro sumando.

Ejemplo: Sea la suma 8 + 10 = 18.

Esqusmd conorste &2l Eorgnd
.ﬁ,laj.hé.‘-g:ic bacic
-
2708y 2010 =N 278 |
|
L _
Prueba

Sea la suma 8 + 10 = 18. El nimero 2 divide a 18 y a 10 (Hipotesis).
Vamos a probar que 2 divide a 8 (Tesis).

En efecto: 18 -10 = 8. 2 divide a 18 y a 10 por hipotesis; luego, tiene que
dividir a su diferencia 8, porque hay un teorema (T. V) que dice que todo
namero que divide a otros dos divide a su diferencia. Luego 2 divide a 8,
que era lo que queriamos demostrar.

DEMOSTRACION GENERAL

= v a0 ) I = - d e e
Eegquima  abstrdote a2l Feorgsg

hipétesic reeis
a+h =5

S b
niS v nia /

Enlasumaa+ b =S, el nimero n divide a Sy al sumando a (Hipotesis).
Vamos a que n divide al otro sumando b ( Tesis ).

En efecto: De la hipétesis se desprende que S —a = b. En nimero n divide
a Sy al sumando a por hipotesis, luego tiene que dividir a su diferencia b
porque hay un teorema que dice que todo nimero que divide a otros dos
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divide a su diferencia, luego n divide a b, que era lo que queriamos
demostrar.

TEOREMA VIII
Todo numero que divide a uno de dos sumandos y no divide al otro,
no divide a la suma.

Ejemplo: Sea la suma 10 + 13 = 23.

Cequema  concréty Qg Heovdma

hipgtisis i

S0y 3708 | —— Jr23

Prueba
Sea la suma 10 + 13 = 23. El namero 5 divide a 10 y no divide a 13
(Hipotesis).
Vamos a probar que 5 no divide a 23 (Tesis).

En efecto: 23 — 10 = 13. Si 5 dividiera a 23, como 5 divide a 10 por
hipotesis, tendria que dividir a la diferencia entre 23 y 10, que es 13,
porque todo nimero que divide a otros dos divide a su diferencia, pero
es imposible que 5 divida a 13, porque va contra lo que hemos
supuesto; luego, 5 no divide a 23. Nota: Este método de demostracion se
Ilama de reduccion al absurdo

DEMOSTRACION GENERAL
.;T;:.gg;-i-;‘;m? ik ;ﬁsfﬁ A2l Feorgsng

hipitesis fecis

Sea at+tbh=5

mia y nih

Sea la suma a + b = S. El nimero n divide al sumando a y no divide a b
(Hipdtesis).

Vamos a probar que n no divide a S (Tesis).
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En efecto: De la hipotesis se desprende S —a = b. Si n dividiera a S, como
n divide al sumando a por hipotesis, tendria que dividir a la diferencia
entre S 'y a que es b, porque todo nimero que divide a otros dos divide a
su diferencia, pero es imposible que n divida a b porque va contra lo que
hemos supuesto; luego, n no divide a S, que era lo queriamos demostrar.

TEOREMA IX

Todo numero que divide al dividendo y al divisor de una division
inexacta, divide al residuo.

Bjemplo: Sea la divisidn 24 |8 Sdividea 24 y a D
g 12

Enionces 3 deberia dividira 6

1
= T P bl e ol - ] w i
SeTHERE  O0ROFED AL

[ dee Y

M

fod o B
hipatesis tecis

( \

L 3f2dy3i9 | 2/4

J

Prueba

Sea la divisidn 24 |7
g 12

El nimero 3 divide al dividendo 24 y al divisor 9 (Hipdtesis).
Vamos a probar que 3 divide al residuo 6 (Tesis).

En toda division inexacta el residuo por defecto es la diferencia entre el
dividendo y el producto del divisor por el cociente; Luego,

24 —9x2 = 6.

Ahora bien; en la diferencia anterior 3 divide a 24 y a 9 por hipoétesis. Si
3 divide a 9, tiene que dividir a 9x2 que es multiplo de 9, porque hay un
teorema (T. 1V) que dice que todo nimero que divide a otro divide a sus
multiplos, y si 3 divide al minuendo 24 y al substraendo 9x2, tiene que
dividir a su diferencia que es el residuo 6, porque todo nimero que divide
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a otros divide a su diferencia; luego, 3 divide a 6, que era lo que
queriamos demostrar.

DEMOSTRACION GENERAL.

Esquinma  abstvaotp gl Hovenma
Hipateis b

&
Dd
£ }? —p 2iR
nfh v nid

See la division D }E
Bl

El nimero n divide al dividendo Dy al divisor d (Hipdtesis).
Vamos a probar que n divide al residuo R (Tesis).

En efecto: D —dc = R. Ahora bien, en la diferencia anterior n divide a
D y a d por hipétesis. Si n divide a d tiene que dividir a dc porque todo
numero que divide a otro, divide a sus multiplos y si n divide a D y a dc
tiene que dividir a su diferencia, que es R, porque todo nimero que divide
a otros dos, divide a su diferencia
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TEOREMA X.

Todo numero que divide al divisor y al residuo de una division
inexacta, divide al dividendo.

Eiemplo: sea la divisicn ,E';?Ii

Esgudimia  concrEtp  gel  Flovenud

Alpateis b

2fz8
2;3 ¥ 24

El nimero 2 divide al divisor 8y al residuo por defecto 4 (Hipdtesis).
Vamos a probar que 2 divide al dividendo 28 (Tesis).

En efecto: En toda division inexacta el dividendo es igual al producto del
divisor por el cociente mas el residuo; luego,

28 =8x3+4

Ahora bien, 2 divide a 8 y a 4 por hipétesis. Si 2 divide a 8, tiene que
dividir a 8x3, que es multiplo de 8, porque todo nimero que divide a otro,
divide a sus mdltiplos, y si 2 divide a 8x3 y a 4, tiene que dividir a su
suma porque hay un teorema (T.1) que dice que todo nimero que divide a
otros varios divide a su suma; luego, 2 divide a 28, que era lo que
queriamos demostrar.

DEMOSTRACION GENERAL

ESqidfimt  ghstrioty 8l Hovened

Alpatesis b is

et D [
afd y #fR
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Sea la divisicn D IE
G

Sea el nimero n que divide a dy a R (Hipdtesis).
Vamos a probar que n divide a D (Tesis).

En efecto: D = dc + R. Ahora bien, n divide a d y a R por hipotesis. Si n
divide a d, tiene que dividir a dc porque hay un teorema que dice que todo
numero que divide a otro, divide a sus multiplos, y si n divide adcy a R,
tiene que dividir a su suma, que es D, porque todo nimero que divide a
otros dos divide a su suma (Teorema 1); luego, n divide a D, que era lo
que queriamos demostrar.//

La logica y el pensamiento analitico guian

El lector ha podido observar que todo el pensamiento matematico de este
capitulo se ha manejado primero en su concrecion. En esta forma de
trabajo, en la que se ha utilizado la concrecion como trampolin para el
pensamiento abstracto, sobresalen los esquemas concreto y abstracto de
los teoremas, los cuales no son otra cosa que la estructura de los
teoremas. Estos esquemas tienen la funcion de ayudar al estudiante en la
comprension de la verdad en estudio y de guiarlo de una manera légica y
analitica en la demostracion de los teoremas.

La estructura
logica de los
teoremas

reemplaza la
organizacion de la
tarea en la

demostracion  de
los teoremas. Aqui
la organizacion de
la actividad
practica no se hace
de una manera tan b
explicita como en el caso de los problemas En eI teorema 1, por ejemplo,
el esquema del teorema y la definicion de la hipotesis constituyen la
organizacion de la tarea, y tienen como fin orientar al pequefio en la
demostracion del teorema. Esto le permite al nifio reconstruir de modo
independiente no solamente el enunciado, sino también toda la
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demostracion del teorema, como si se tratara de operaciones elementales
de la aritmética.

Veamos como este esquema orienta al pequefio en la demostracion del
teorema 1 de tal modo que él puede realizarla de una manera fluida y sin
ninguna dificultad, a pesar de que se trata de un pensamiento formal y
absolutamente abstracto: Para iniciar la demostracion, el pequefio mira el
esquema, los objetos que va a trabajar (la hipotesis), y luego habla de lo
que se propone hacer (demostrar la tesis). EI sabe muy bien en qué
consiste tanto la hipotesis como la tesis, incluso lo explica en la
exposicion. Aclara que en el esquema abstracto los objetos que se trabajan
son abstractos, mientras que en el esquema concreto los objetos son
concretos, tal como 5,10,15, 20 y 10 + 15 + 20. El sabe que la
demostracion la debe iniciar con la frase ‘en efecto’, mirando la definicion
de la hipotesis. Todo lo que sigue después de esta accion no presenta
ninguna dificultad para el pequefio, la l6gica y el pensamiento analitico lo
guian. El unico objeto que podria presentar dificultad en el manejo de su
interpretacion seria la igualdad a+ b +c=n(q + q’ +q”’), que corresponde
al concepto de multiplo de un ndmero y su relacién con el divisor, en caso
de que este objeto abstracto no estuviese presente en el nivel de su interior
evolutivo. Pero, precisamente, esto es lo que no ocurre, pues en estas
demostraciones no se trabaja con ningun pensamiento abstracto que no
esté desarrollado en el nivel del interior evolutivo del pequefio. Mas
adelante tendremos la oportunidad de ver algunas de las acciones
concretas que se usaron como trampolin para desarrollar en el interior de
los nifios todo el pensamiento abstracto implicado en el teorema 1.

EL CONOCIMIENTO SE DESARROLLA COMO UNA ESPIRAL.

En esta seccion mostraremos cémo el desarrollo avanza, no en circulo,
sino en espiral, atravesando siempre el mismo punto en cada nueva
revolucion, mientras avanza hacia un estadio superior. Para este efecto,
haremos un recorrido por todas las demostraciones de los teoremas,
revisando qué nociones y operaciones estan involucradas en cada una de
ellas, a fin de ver como se mueve en su evolucidn este pensamiento
matematico alrededor del tema de la divisibilidad. En el teorema 1, vemos
la ley de uniformidad de la suma en la suma de igualdades, el factor
comdun, las nociones de dividendo, divisor y cociente, y de cuando un
namero divide a otro. En el teorema 2, aparece la negacion de las nociones
del teorema 1; en concreto, tenemos:
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el residuo en la divisién
inexacta, cuando un ndmero no
divide a otro; pero vuelve a la
nocion de factor coman y a la de
cuando un numero divide a otro.
Tratar con la negacion de un
concepto no es sencillo, es algo
que puede ser complicado. Esto
quiere decir que el conocimiento
aqui se eleva. En el teorema 3,
se presentan todas las nociones
de los anteriores teoremas; no
hay una nocién nueva, pero el
enunciado es complejo. Asi que
la demostracion en este teorema
aumenta en complejidad. Es
decir que aqui el conocimiento
vuelve a pasar por los mismos
puntos pero no de forma
sencilla, o sea, no en circulo,
sino, posiblemente, en forma de
una curva mas forzada y ascendente. En el teorema 4, tenemos las mismas
nociones del teorema 1 pero considera una nueva nocién, a saber, la de
maultiplo de un namero y su relacién con el divisor. O sea que aqui el
conocimiento baja mas pero luego se eleva méas alto. En el teorema 5,
tenemos una parte de las nociones del teorema anterior pero considera una
nueva, a saber, la nocion de resta o diferencia. Esta nocion es sencilla, esta
casi al nivel de la de suma; o sea que el conocimiento baja y luego se
amplia. Debido a que, al final, el teorema termina con la nocién de
maltiplo y su relacion con la division, el conocimiento, en esta
demostracion, vuelve a subir. En el teorema 6, se presentan todas las
nociones de los anteriores teoremas. Dentro de las nuevas nociones esta la
del residuo por defecto que involucra la nocion de division inexacta. Esta
nocion no es nada sencillo de manejar sobre todo si se hace desde el punto
de vista tedrico. Esto quiere decir que, en este teorema, el conocimiento se
eleva considerablemente. En el teorema 7, no se presenta ninguna nocion
nueva. Los argumentos aqui manejan las nociones de suma, division
exacta y diferencia. Esto quiere decir que aqui el conocimiento no se eleva
sino que mas bien baja. En el teorema 8 podemos apreciar un
pensamiento bastante complejo. Lo interesante en este teorema es que
aungue en su enunciado estan implicitas todas las nociones de los
anteriores teoremas; sin embargo, no las utiliza todas en la demostracion.
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En la demostracion, llama la atencién el hecho de no utilizar la negacién
de la division, una nocion dificil de manejar, muy explicita en el
enunciado del teorema. Esto indica que los pequefios no dependen del
entorno o campo visual para demostrar el teorema; es decir, como en las
demostraciones de los teoremas anteriores, no dependen de los métodos
directos, o0 sea, demostracion paso a paso, que corresponde a una
conducta reactiva, inmediata y elemental. Aqui hacen gala del uso del
método indirecto de demostracion, llamado de “reduccion al absurdo”.
Este método que corresponde a una conducta superior en matematicas es
claramente un indicativo de desarrollo intelectual superior
(especificamente humano) en este campo. Por lo tanto, el conocimiento,
en este teorema, después de bajar y volver a pasar por ciertos puntos,
vuelve y se eleva. En el teorema 9, se presentan las nociones de division
exacta, division inexacta, dividendo, divisor, residuo por defecto,
diferencia, producto, cociente, multiplo, minuendo, substraendo, uso de
principios tedricos (el teorema 4, por ejemplo). Aqui la conducta no es
simple, no depende del espacio inmediato y evidente. Se ve el uso de
métodos mediatos. La demostracion es compleja, no consiste en simples
operaciones. En los razonamientos se ve una cadena proposicional, es
decir, manejo de conceptos y relaciones entre estos. Claramente, esta
demostracion exhibe un nivel de abstraccion bastante alto en matemaéticas.
Debido a que se retoman nociones ya conocidas, se consideran nuevas y
hay manejo de conceptos, el conocimiento, en este teorema, pensando
metaféricamente, hace un giro bastante dificil hacia arriba y por lo tanto
sigue avanzando en forma de espiral. En el teorema 10, tenemos las
mismas nociones del teorema anterior y el mismo tipo de razonamiento, lo
que quiere decir que el conocimiento aqui se mantiene al mismo nivel del
anterior teorema y quizas baje un poco.

De lo concreto a lo abstracto: una transformaciéon de
cantidad en calidad

Como estos son los primeros teoremas que se demuestran, se ha hecho en
cada caso una demostracién con numeros como preparacion para la
demostracion general con letras, la cual corresponde a un pensamiento
completamente abstracto.

Veamos cudl fue el método concreto de imitacion que permitio desarrollar
el pensamiento abstracto implicado en el teorema 1.:

Para desarrollar la idea de esta seccién, a continuacién mostraremos
algunas de las acciones concretas que se usaron como trampolin para
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desarrollar el pensamiento abstracto del teorema 1 en los nifios. El
concepto de multiplo de un nimero y su relacién con el divisor es la base
para desarrollar el pensamiento abstracto representado por este teorema.
La idea intuitiva de divisor de un nimero es que éste contiene a aquel un
numero exacto de veces. Ejemplo: 2 es divisor de 8 porque éste contiene
2 cuatro veces; esta idea, en matematicas, se expresa por medio de la
igualdad: 8 = 2x4.

Para internalizar esta idea matematica, se trabajaron con los nifios las
siguientes expresiones:

6 = 2x3 significa que 6 contiene a 2 un nimero exacto de veces, 3 veces

12 = 3x4 significa que 12 contiene a 3 un nimero exacto de veces, 4
veces

20 = 4x5 significa que 20 contiene a 4 un numero exacto de veces, 5
veces

42 = 6x7 significa que 42 contiene a 6 un nimero exacto de veces, 7 veces
... generalizando ...
B = cd significa que B contiene a ¢ un nimero exacto de veces, d veces

M = hK significa que M contiene a h un nimero exacto de veces, K
veces

(ZQ) = A n significa que (ZQ) contiene a A un nimero exacto de veces,
M Veces.

(a+b+c)=n(qg+q +q)significaque (a+ b+ c) contiene a nun
nimero exacto de veces, (q+q +q ) veces.

Debido a que la frase ‘8 contiene a 2 cuatro veces’ es equivalente a la
expresion ‘2 divide a 8  cuatro veces’, tenemos las siguientes
equivalencias:

8 = 2x4 <« 2 divide a 8 cuatro veces

6 = 2x3 <2 divide a 6 tres veces
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12 = 3x4 <> 3 divide a 12 cuatro veces
20 = 4x5 <> 4 divide a 20 cinco veces
42 = 6X7 <> 6 divide a 42 siete veces
... generalizando :

B=cd < cdivideaB dveces

M= hK < hdivideaM K veces

Ahora, trabajando cada una de estas equivalencias desde el otro lado,
tenemos:

2 divide a 8 cuatro veces porque 8 = 2x4

2 divide a 6 tres veces porque 6 = 2x3

3 divide a 12 cuatro porque 12 = 3x4

4 divide a 20 cinco veces porque 20 = 4x5

6 divide a 42 siete veces porque 42 =6x7

... generalizando :

c divide a B porque existe un entero d tal que B = cd.
k divide a n porque existe un entero m tal que n = km.
fi divide a v porque existe un entero q tal que i =vq
f divide a w porqgue existe un entero u tal que w = fu.

(a + b) divide a (c + d) porque existe un entero x tal que
(c+d)=(a+b)x

A divide a (2Q) porque existe un entero n tal que (ZQ) =An.

Podemos observar que esta concrecion dio como resultado un
pensamiento matematico abstracto en el pequefio. Esta concrecion tenia
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como fin elaborar en el interior de los nifios el siguiente pensamiento
matematico abstracto: “un numero K divide a un numero n si y solo si
existe un entero m tal que n = km.” Esta idea matematica corresponde a la
nocion de divisor de un namero. Observemos que este pensamiento
abstracto tuvo su génesis y evolucion desde lo concreto. En esta
concrecion un mismo concepto se trabaja una buena cantidad de veces y
de varias formas, llegando al final al pensamiento abstracto que se queria
obtener: un pensamiento cristalizado, resultado de una transformacion de
cantidad en calidad.

Los métodos concretos de imitacion como trampolin
para desarrollar el pensamiento abstracto.

Luego de trabajar esta nocion matematica, la de divisor de un namero,
por medio de esta concrecion, a los pequefios les quedd muy facil entender
todas las ideas abstractas de la demostracion general del teorema.
Retomemos la ultima parte de la demostracion del teorema 1 para que el
lector verifique por si mismo que esta concrecion efectivamente conlleva
al desarrollo del pensamiento abstracto representado por dicho teorema:

“Sacando n vector comun:
atbtc=nq+q +q”)
lo que nos dice que a + b + ¢ contiene a n un numero exacto de veces, q
+ g’ +q " veces, o sea que n divide a la suma a + b + c, que era lo que
queriamos demostrar.”

El lector que haya seguido con detenimiento el desarrollo de la concrecion
objeto de nuestra consideracion, no importa cual sea su background
matematico, habra entendido perfectamente esta parte de la demostracion.

Observemos que en esta concrecion la imitacion ha jugado un papel
fundamental en el desarrollo de este pensamiento abstracto: Quiza la
experiencia misma del lector, con la lectura de estos Gltimos parrafos,
puede confirmar nuestra tesis. Para verificarlo, presentamos al lector la
ecuacion (£Q) = An con la pregunta ¢ Qué conclusion puede sacar de
esta ecuacion ?. Estoy seguro que al lector le quedara facil contestar que
lo que se puede deducir de esta ecuacion es que A divide a (ZQ) un
numero exacto de veces, n veces. Si esta es su experiencia, significa que
con esta sencilla préactica el lector habra desarrollado algo de pensamiento
abstracto matematico. Antes de leer la seccion anterior, el lector no tenia
ni el mas minimo rasgo de pensamiento abstracto matematico. Ahora,
después de estudiar el desarrollo de esa concrecion, ya tiene, al menos,
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algo incipiente de matemaética abstracta en su cerebro. Esto quiere decir
que la matematica pura le es asequible.

Toda la concrecidn trabajada en la seccion anterior, que tenia como fin
obtener la definicion matemaética de divisor de un ndmero, nos ilustra
acerca del hecho de que los estudiantes no pueden elaborar por si solos
formas de pensamiento abstracto matemético. Sin esta concrecion,
trabajada mediante la imitacion, hubiera sido imposible desarrollar este
pensamiento abstracto en los nifios. También nos ilustra acerca de que por
medio de la imitacion los nifios acceden a la vida social de los adultos (al
pensamiento abstracto), al ayudarles a desarrollar en su interior aquello
de lo que carecen intrinsecamente en su desarrollo.

Asi, pues, podemos ver que el pensamiento abstracto es producto de la
integracion del lenguaje y el pensamiento practico en el curso del
desarrollo, y que el pensamiento técnico es tan solo el comienzo del
desarrollo cognoscitivo. Esto concuerda con el importante principio
evolutivo que estableci6 K. Buhler de que los inicios del lenguaje
inteligente estan precedidos por el pensamiento técnico, y este comprende
la fase inicial del desarrollo cognoscitivo. Y esto es lo que hemos visto
en el desarrollo de la concrecion que nos llevo a la definicion matematica
de divisor de un nimero.

e La concrecion es necesaria e inevitable, pero
Unicamente como trampolin para desarrollar el
pensamiento abstracto, como medio, no como fin en si
misma.

Es un hecho universal que la ensefianza de las matematicas en las escuelas
se queda en la concrecion; el aspecto abstracto o formal se deja para la
universidad. Asi pues es necesario que en las escuelas se observe un
cambio favorable tendente a alejarse de esta practica de limitarse
unicamente al pensamiento concreto, y a situar en su correspondiente
lugar a los métodos de imitacion. El uso de métodos concretos de
imitacidn es necesario e inevitable, pero Gnicamente como trampolin para
desarrollar el pensamiento abstracto, como medio, no como fin en si
mismo. Si no hay desarrollo de pensamiento abstracto o formal en un
campo especifico del conocimiento, no hay desarrollo intelectual superior
en ese campo.
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e Mediante ZDP’s el desarrollo avanza muy rdpido en los
pequenos.

Se puede ver que con este método de la zona de desarrollo préximo
[ayuda de un adulto + imitacion], el desarrollo avanza muy rapido.
Normalmente, los estudiantes tienen que esperar a llegar a la universidad
para poder desarrollar pensamiento formal en matematicas; incluso, en
esta etapa, un estudiante tiene muchos problemas para trabajar con el
pensamiento abstracto, y se puede decir que son muy pocos los
estudiantes de la carrera de matematicas que pueden desarrollar
pensamiento matematico formal desde los primeros semestres de su
carrera.

e Por medio del método de la zona de desarrollo préximo, un
instrumento que nos permite comprender el curso interno del
desarrollo, podemos elaborar hoy las dimensiones del
aprendizaje de lo que queremos ser mafnana.

Este capitulo hemos tenido la oportunidad de verificar experimentalmente
que es posible acceder al pensamiento abstracto matematico aun desde la
escuela primaria. Hemos visto que lo que un estudiante universitario
normal puede aprender con la ayuda de los profesores en los primeros
semestres de su carrera, estos nifios ya lo han logrado con seis afios de
anticipacion; lo que quiere decir que cuando lleguen a esa etapa de su
vida, ellos podran aprender con mucha facilidad y de modo independiente
lo que los estudiantes de la actualidad aprenden dificilmente con la ayuda
de los profesores. Esto ilustra fehacientemente que lo que se encuentra
hoy en la zona de desarrollo préximo, sera mafiana el nivel real de
desarrollo: lo que un nifio es capaz de hacer hoy con la ayuda de alguien,
mafiana podra hacerlo por si solo.

«Capullos » o «Flores» del desarrollo de pensamiento
formal matematico.

En esta exhibicién de pensamiento matematico de los nifios Santiago y
Daniela, podemos ver desarrollo de procesos de deduccion, comprension,
evolucion de nociones, dominio de formas légicas de pensamiento, l6gica
abstracta y reconstruccion de demostracion de teoremas, memoria logica,
memoria analitica, pensamiento abstracto, pensamiento teorico; todos
ellos producidos no por si solos, sino por influencia del aprendizaje
escolar a través del método de la zona de desarrollo préximo.
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A pesar de que la matematica exhibida en este capitulo es rica en
pensamiento abstracto, hay que decir que los nifios no tienen dominio de
este pensamiento; en otras palabras, que ellos no pueden resolver de modo
independiente cualquier problema que se les plantee sobre el tema de la
divisibilidad. EI hecho de que tengan pensamiento abstracto alrededor de
este tema, pero no su dominio absoluto, significa que ellos no han
alcanzado su desarrollo pleno. A continuacién presentamos dos tipos de
problemas que nos pueden ilustrar acerca de dos niveles de desarrollo que
es necesario distinguir en la zona de desarrollo proximo, a saber: por un
lado, los capullos o flores del desarrollo, y por otro, los frutos del
desarrollo.

PROBLEMA TIPO 1
¢Divide 3a 19y 21? ;Dividira a 40? ;Por qué?

Solucién:
19+ 21 =40

3 no divide a 19 pero 3 si divide a 21. Por lo tanto, 3 no divide 40,
porque hay un teorema que dice que todo nimero que divide a uno de dos
sumandos y no divide al otro, no divide a la suma.

PROBLEMA TIPO 2

“Si el divisor y el resto de una division inexacta son multiplos de 5, ;qué
ha de ser el dividendo? ¢Por qué?

Solucién:
Si en una division inexacta D es el dividendo, d el divisor, g el cociente y r
el residuo, entonces

D=dg+r 1)

Como, segun los datos del problema, el divisor y el resto son multiplos de
5, entonces Tenemos que

d=5n y r=5m, paraalgunos enterosny m.

Reemplazando estos valores parad y r en (1), tenemos :
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D =5ng+ 5m
Sacando factor comun 5 en esta ultima igualdad, nos queda:
D = 5(hg+m)

Esta igualdad significa que el dividendo D contiene a 5 un numero exacto
de veces, (nq + m) veces; luego, el dividendo D es multiplo de 5.

Los nifios son capaces de resolver problemas del tipol de modo
independiente, aunque inicialmente necesiten un poco de entrenamiento.
Sin embargo, con relacion a problemas del tipo 2 los nifios no los pueden
resolver de modo independiente, aunque el desarrollo de su solucién la
entienden perfectamente y la pueden reconstruir fluidamente de modo
independiente. En ambos tipos de problemas hay desarrollo; por ejemplo,
en el tipo 1 hay pensamiento teérico, aunque muy elemental; pero es
evidente que en el tipo 2 el desarrollo es incomparablemente mayor. En
este problema, ademas de procesos de deduccion y pensamiento tedrico,
hay lenguaje formal, y por lo tanto, dominio de pensamiento abstracto.

Desde el punto de vista de la zona de desarrollo proximo, este dominio de
pensamiento abstracto, en el tema de la divisibilidad, corresponde a los
frutos del desarrollo. Es normal que los nifios no puedan resolver este tipo
de problemas de modo independiente. Aunque toda la matemaética
expuesta en este capitulo la han realizado de modo independiente, sin
embargo ellos no pueden resolver cualquier problema, especialmente los
que estén relacionados con el pensamiento abstracto, debido a que las
funciones para trabajar con estos objetos abstractos todavia no han
madurado.

Por medio de estos dos tipos de problemas podemos visualizar, con
respecto a una materia especifica de estudio, las funciones que todavia no
han madurado, pero que se hallan en proceso de maduracién, funciones
que en un mafana proximo alcanzardn su madurez y que ahora se
encuentran en estado embrionario. También podemos ver a través de estos
problemas que lo que los nifios tienen ahora, con respecto a este
pensamiento de la divisibilidad, no son los frutos, sino los capullos y las
flores del desarrollo. Ciertamente, ellos han desarrollado en su interior
evolutivo pensamiento abstracto, pero hasta el nivel de capullos y flores
del desarrollo.
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Los egresados de la licenciatura en matematicas de la
Universidad de la Amazonia no alcanzan a desarrollar
pensamiento matematico ni siquiera al nivel de capullos o
flores del desarrollo.

Es un hecho que los estudiantes de las licenciaturas en matematicas en el
pais carecen del pensamiento matematico exhibido en este capitulo. Se
puede decir que la causa esta en la ausencia de una metodologia que ayude
a los estudiantes a desarrollar pensamiento abstracto desde los primeros
semestres de universidad.

Los profesores creen que el pensamiento abstracto es algo que se debe
desarrollar por si solo sin influencia del aprendizaje escolar, y que es
cuestion de tener aptitudes para ello. Los profesores exigimos de los
estudiantes resultados a nivel de pensamiento formal matematico, pero no
nos esforzamos en ayudarles a que ellos lo desarrollen en el interior de su
nivel evolutivo. Este pensamiento tiene sus raices en la idea de que el
pensamiento abstracto se logra con esfuerzo, a través de mucha
dedicacion. En mi practica docente, todos mis esfuerzos se centraban en
que el estudiante entendiera las explicaciones, que asimilara los
conceptos; pero no en ayudarles a internalizar y desarrollar lo que les
ensefiaba. Sabia que no era suficiente con entender la demostracion de los
teoremas, sino que era necesario reconstruirla, y eso se lo predicaba a los
estudiantes, pero no les ensefiaba a hacerlo. Todo lo relacionado con el
pensamiento abstracto no es un asunto de esfuerzo, sino de desarrollo.
Esto explica el por qué de la ausencia total de desarrollo de pensamiento
abstracto matemaético en los escolares, incluso, en los estudiantes de las
licenciaturas en matematicas; al menos, es lo que sucede con los
estudiantes de la Licenciatura de Matematicas y Fisica de la Universidad
de la Amazonia. A ellos les queda muy dificil, practicamente imposible,
reconstruir de modo independiente las demostraciones de teoremas,
incluso, muchisimos no son capaces de escribir en el tablero una
definicion sin antes mirar en el libro varias veces. Esto sucede no solo con
los estudiantes de primeros semestres, sino también con estudiantes de
ultimos semestres. Esta experiencia la tuve muchas veces con estudiantes
de anélisis matematico del séptimo semestre cada vez que dictaba esta
materia. Esto se debe a que, en la carrera, el pensamiento abstracto
matematico existe como exigencia mas no como oportunidad para
desarrollarlo. El estudio de la matematica en la licenciatura se limita a la
concrecion, a la parte operativa, al pensamiento técnico. El calculo, por
ejemplo, se maneja Unicamente en su aspecto algebraico, separado
completamente del lenguaje. Esto explica la carencia de pensamiento
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formal matematico en los estudiantes. Es claro que si se separa la parte
operativa del lenguaje en el calculo matematico, éste queda reducido al
algebra, al pensamiento técnico, a las operaciones elementales, dejando
asi a los estudiantes sin aprendizaje y por lo tanto sin desarrollo.

El desarrollo en matematicas descrito en el parrafo precedente nos da una
idea grafica del perfil matematico de los egresados de la Licenciatura en
Matematicas y Fisica de la Universidad de la Amazonia. Debido a que la
mayoria absoluta de los profesores de matemaéticas de la universidad son
egresados de esta licenciatura y que la mayoria absoluta de esta mayoria
no han hecho especializacion ni maestria en matemaéticas, se puede
afirmar categéricamente que la mayoria de los profesores de la
Licenciatura de Matematicas y Fisica de la Universidad de la Amazonia
también carece de manera absoluta de desarrollo intelectual en
matematicas.

La independencia de la inteligencia practica del lenguaje es la
causa de la falta de desarrollo intelectual en los estudiantes
de matematicas.

Tradicionalmente, en la matemética, siempre se ha trabajado la parte
operativa independiente del lenguaje. Esta cultura de la incultura
matematica [contracultura] ha sido sostenida por el analisis que postula la
independencia de la accion inteligente del lenguaje del pensamiento
préactico en el curso del desarrollo. También ha influido en esta tradicion
la creencia de que procesos tales como la deduccion y la comprensién, la
evolucion de nociones acerca del mundo y de la materia que estudia, la
interpretacion de la causalidad fisica y el dominio de formas l6gicas de
pensamiento y logica abstracta se producen por si solos, sin influencia
alguna del aprendizaje escolar. Tanto los estudiosos de la historia natural
de la inteligencia practica como los psicologos interesados en el estudio
del desarrollo de los procesos simbolicos en el nifio han tratado el estudio
de la utilizacion de instrumentos, al margen del empleo de signos. El
origen y desarrollo del lenguaje, asi como de todas las otras actividades
que utilizan signos han sido tratados al margen de la organizacion de la
actividad practica en el nifio. Los psicologos prefirieron estudiar el
desarrollo del empleo de signos como un ejemplo de intelecto puro y no
como producto de la historia evolutiva del nifio. A menudo atribuian el
uso de signos al descubrimiento espontaneo por parte del nifio de la
relacién entre los signos y sus significados. Tal como sostenia W. Stern, el
reconocimiento de que los signos verbales poseen un significado
constituye “ el mayor descubrimiento en la vida del nifio”. Numerosos
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autores situan este feliz “momento” en el paso del afio a los dos afios de
vida, y lo consideran como el producto de la actividad mental del nifio. Un
examen detallado del desarrollo del lenguaje y de otras formas del uso de
signos se estimo innecesario. Sin embargo, habitualmente se ha supuesto
que la mente del pequefio contiene todos los estadios del futuro desarrollo
intelectual; éstos existen en su forma completa, a la espera del momento
adecuado para hacer su aparicién. No solo se pensaba que el lenguaje y la
inteligencia préactica tenian distinto origen, sino que se consideraba que su
participacion en operaciones comunes no poseia ninguna importancia
psicoldgica basica. Incluso cuando el lenguaje y el empleo de
instrumentos estaban intimamente ligados en una operacion, se estudiaban
como procesos separados pertenecientes a dos clases completamente
distintas de fendmenos. Como mucho, su aparicién simultdnea se
consideraba como una consecuencia accidental de factores externos.
Aquellos que se dedican al estudio de la inteligencia practica, asi como los
que estudian el desarrollo del lenguaje, a menudo no logran vislumbrar la
interrelacion de estas dos funciones. En consecuencia, la conducta
adaptativa de los nifios y la actividad de utilizar signos [el lenguaje] se
tratan como fendmenos paralelos; este punto de vista nos lleva al concepto
de Piaget de lenguaje “egocéntrico”. Este no atribuia al lenguaje un papel
importante en la organizacion de las actividades del pequefio, ni subrayaba
sus funciones comunicativas, aunque se viera obligado a admitir su
importancia practica.  Aunque la inteligencia préactica y el uso de los
signos puedan operar independientemente la una del otro en los nifios
pequefios, la unidad dialéctica de estos sistemas en el ser humano adulto
es la esencia de la conducta humana compleja.(’
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